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Urcete, zda funkce f(z,y) = In(1—2?+y?*) v bod& A = [-1, 1] ve sméru vektori u; = [1,0],
uz = [0, —1],u3 = [1,—1] a ug = [1,2] roste ¢i klesi a urcete rychlost zmény.

ReSeni: Funkce f (x,7) je definovany pro vSechny body R?, které spliiuji podminku

1—a22 492 >0, tj. 1 > 22 — 92,
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co? jsou body ,,uvniti“ hyperboly =2 + y? = 1.

Funkéni hodnota v bodé A je f(1,—1) =1n(1) = 0. Pro lepsi ,geometrickou® predstavu si vykres-
lime celou plochu, kterd je grafem funkce f(x,y), viz. obr. 2

Obrazek 1: Naértek plochy f(x,y) = In(1 — 22 + 32)

K rozpoznéni rustu ¢i klesani dané funkce urc¢itém sméru nam pomuze gradient, tj. vektor

Vf:[ :[ -2z 2y

1_$2+y2’1_x2+y2 '

af of] _ Oln(1 — 22 +y?) 9ln(1 — 2% +4?)
ox’ oy | Ox ’ Oy

Protoze vySetfujeme funkci f(x,y) v bodé A, spoéteme si dale gradient v tomto konkrétnim bodé.
Nejde o nic jiného nez o dosazeni souradnic bodu do predchoziho vztahu

[ —2-(-1 2-1 _
VIA4) = {1—(—1)2+12’1—(—1)2+12} = [2.2]

Vynasobime-li skaldrné vektor V f(A) s vektorem popisujicim vySetfovany smér muazeme zjistit,
zda v tomto sméru funkce klesa ¢i stoupa.

VI(A)-u; =[2,2-[1,00=2-1+2-0=2>0,
VI(A) us=[22]-10,-1]=2-0+2-(—1) = -2<0,
VI(A) us=[22 ]1,-1]=2-1+2-(—1) =0,
VI(A) ug=1[22]1,2]=2-142-2=6> 0.

7Z téchto vysledku jiz lze vycist, ze ve sméru vektoru u; a uy4 funkce roste, ve sméru us klesé a ve
sméru ug je konstantni.



Chceme-li déle urc¢it velikost /rychlost stoupani ¢i klesani, postupujeme stejné az na jednu drobnou
zménu. Gradient musime skalarné vynésobit vektorem, ktery mé ,stejny smér® jako vektor u;, aale
ma jednotkovou velikost. Takovym vektorem je vektor w;/ ||u;]| . Vysledek tohoto souéinu nazyvame
smérovou derivaci funkce f(x,y) v bodé A a ve sméru u, oznalme jej ‘cil—’_:(A) .

Protoze vektory w; a uo maji jednotkovou velikost a ve sméru vektoru ug je funkce konstantni,
provedeme vypocet pouze pro u,.
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Z vypoctu je také patrné, ze vysledek V f(A) - uy stacilo vydélit velikosti vektoru wuy.

Na zavér jesté dodejme, ze vektor V f(A) je vektorem, ktery urcuje smér, v kterém funkce f(x,y)
v daném bodé A nejrychleji roste.

Na obr. ?? jsou naznacen pohled na vrstevnice plochy f(x,y) = In(1 —x2+y?2). P¥itom, zde ¢erven4
znadi kladné hodnoty a modré zaporné. Jsou zde zakresleny také vsechny uvazované vektory, takze
je nazorné vidét, ze ve sméru us ,jdeme z bodu A do modrych-zapornych hodnot.“ Stejné tak si
lze v8imnout, Ze vektor us ,lez{“ na vrstevnici. A konecné, ze vektor V f (zvyraznény Cervené) je
k vrstevnici prochézejici bodem A kolmy.

Obréazek 2: Naértek plochy f(x,y) = In(1 — 2% + 3?)



Vypoététe gradient u(z,y, z) a smérovou derivaci v daném bodé A ve sméru b.

ReSeni: Funkce u(z,y,2) je definovana pro viechny body [z,v, 2] € R3. Funkéni hodnota v bodé
A je u(2,—4,3) = 3. A s pomoci gradientu resp. smérové derivace i zde mizeme zjistit, zda funkce
v daném sméru roste nebo klesa. Protoze vsak grafem funkce t¥i proménnych je ¢tyfrozmérna
plocha, musime ozelet grafickou predstavu a vénovat se pouze vypoctum. Nicméné vypocty jsou
,skoro stejné“ jako v predchozim prikladé.

Nejprve tedy spocteme gradient resp. gradient v bodé A
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Vu(A) =[0,0,1].
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Dale si spocteme velikost vektoru b a budeme jej normovat, tj. ziskdme z néj vektor b,, stejného
sméru s jednotkovou velikosti

b =vb-b=+12+22+22=9=3,
b b _[L22]
|| 3'3'3
Ted jiz vypocty dokoncime, a to jednim skalarnim soucinem
db 1220 2
ds 3733 3
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Je dopocitano a muzeme konstatovat, ze funkce u(zx,y, z) je v bodé A a ve sméru b rostouci.



Vypoctéte gradient u(x,y, z) a smérovou derivaci v daném bodé A ve sméru b.

) 1
(1) U(I7yvz)::pdixyziy2+\/ga A_|:07474:|7 b:[1a273]
1
(2) u(m,y,z) = l‘3y2 +.13222 - ygzv A= |:2a0a4:| ’ b= [47_3v0] .

(3) u(z,y,2) = 2%cos(x +2y), A= |:7T, 2,2} , b=[2,-2,1].

(@) atep2) = (12,

A=[1,-1,1, b=[2,-1,2.
z

2
(5) u(w,y,2) = 2® — 2wy + =, A=[1,-1,1], b=[2,-1,2].
y

(6) u(z,y,z) = cos(x — 2y) —sin(y — 22), A= {wzg} b=[1,-1,1].
(7) w(z,y,2) = —wte(y—22), A= [QZQ b— {11;}

(8) u(x,y,2) =2’ +axy+3z+2y*> -2y +322 — 62, A=1[1,1,1], b:{(),l,\@}.
9) u(z,y,2) =vVa2+y?+22+4, A=[2,2,2], b=][11,1].

(10) u(z,y,2) = x> +y* + 2% —32yz, A=[1,1,3], b=[-1,2,—1].

1 2 3 4
(11) u(x,y,z):——i—f—i—f—i— ) A:[_la_lv_l]v b:[_57_67_7]'
xr oy oz TYz

YooA=[1,1,1, b=[3,-24].
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(12) u(sr:,y7z) = ; +

(13) w(z,y, z) =sin(zyz), A=][1,0,-5], b=10,1,2].

1
(14) w(z,y,z) =In(z+2y+3z), A=1[6,—-1,-1], b= {2,1,1} .



(15) ule.p.2) = log(a +9) ~tog (5 +2) +log(y — 2), A=[2.-1,-2],

2
(16) u(x,y,z):z<x2+y+1>, A=[2,-4,1, b=[2-12].

(17) w(w,y,2) = (x+2y = 32)* +2, A=1[2,0,1], b=1[304].

(18) w(z,y,2) = ——=, A=[1,1,-2], b=[4,-3,0].

(19) u(aj,y,z):xtg(z—yz), A=1[1,-1,1], b=1[2,-2,1].

(20) u(x,y,z):1:22+:17y2+z\/5727%, A=[1,-21, b=10,0,-1].
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Vypocététe gradient u(zx,y, z) a smérovou derivaci v daném bodé A ve sméru b.

1) V=[50 =y~ 205~ ] ShA) = VI

2z ds
d 64
(2) Vu= [3x2y2 + 2222, 223y — 3y°2, 22% 2 —yﬂ , —U(A) = —.
ds )
I d 4
(3) Vu = |—2?sin(z + 2y), —22* sin(x+2y),2zcos(x+2y)} , d—Z(A) =3
3 2 11 du 2
4) Vu = =], —(A)==:.
(4) Vu |3z + 2y’ 3z + 2y’ z]’ ds( ) 3
[ 322 22| du
(5) Vu= |22 —2y, -2z — ma ,y?)] , E(A) =
d
(6) Vu = [—sin(x — 2y), 2sin(z — 2y) — cos(y — 22), 2cos(y — 22)] , dﬁ(A) =0
s
x 2z du
7) Vu=|—t —22),— —(A4)=0
(7) Vu { gly—22), cos?(y — 2z) " cos?(y — 22) |’ ds( )
du
(8) Vu=[2z4+y+3,2+4y — 2,62 —6], E(A):‘/g'
(9) Vu = v 7 y , i 7 @(A):ﬁ.
VIR + 2+ 22 +4 a2+ 2+ 22 +4 a2y +22+4] ds 2

(10) Vu = [2z — 3yz, 2y — 3xz,2z — 3zy], j—Z(A) = —gx/é

(11)Vu:{—4—1 12 4—3},‘1“(44):\/@.

22yz 2?2’ aylz y?’ ds

(13) Vu = [yz cos(zyz), xz cos(xyz), xy cos(:vyz)] , E( )= -5
1 2 3 du 11

14 = —(A) = —.

(14) Vu L—l—2y+3z’x+2y+3z’m+2y—|—3z]’ds( ) 3
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Vu= 4xz(a:2+y+1),2z(m2+y—|—1),(x2+y+1)},

Vu=[2(z+ 2y —32) + 1,4(z + 2y — 32), —6(x + 2y — 32)]

Vu= , , 5
z z z

2zy T du
Vu=|tg(z—y*),— —(A) =
b I & (z Y ) " cos? (z —y2) cos? (2 — y2)} ds( )
[ 5 1, x y ] du
Vu=|2zz4+y +\/5—z,2xy—;,x —2m+—2 s

sin (1-y°)  2xycos (1 —y°) xsin(l—y2)] du



