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Naleznéte lokalni extrémy funkce
f(z,y) = y* +y° — 6wy + 92* — 32°.

Reseni: K nalezeni k lokélnich funkce f (z,%) je potfeba spoéist jeji prvni parcidlni derivace, tj.
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of _ —922% + 18z — 6y, of _ —6z + 3y% + 2y.

Ox oy
V dalsim kroku hleddme body v nichz jsou obé tyto derivace rovny nule, Tfesime proto soustavu
rovnic

—922+18z -6y = 0 N —322+6x—2y = 0 N 6r—2y = 322
—6x+3y2+2y = 0 —6x+3y2+2y = 0 3y = 6x—2

7 posledniho tvaru soustavy vidime, ze musi platit 22 = y2. To nastane, kdyZz bude z = y nebo
x = —y. Dosadme do prvni z rovnic nejprve x =y

—92%2 4+ 182 — 6y =0= —922 + 18z — 62 = 0 = —92> + 120 =0 = 32 (4 — 3z) = 0.

Odsud jiz snadno urc¢ime tfeSeni 1 =0 a zo = %. Protoze jsme vysli ze vztahu x = y, dostavame

bOdy Al = [0,0] a A2 = [%7 %] .

Stejné tak dosadme x = —y

—92% + 182 — 6y = 0= —922 + 18z + 62 = 0 = —92° + 24z = 0 = 32 (8 — 3z) = 0.

Opét snadno dopoéitdme fesenf z3 = 5.1 A poznamendme si dalf bod Az = [§,-8].

<

Body A1, Ay a As jsou ,podezrelé,“ muze v nich nastat extrém. Abychom zjistili, zda tomu tak

opravdu je, musime znovu derivovat.
>’f >*f >*f >’f

91 1818 — 6 =6, 2L —6y+2.
Ox? “ 0z 0y " Oyoz T Oy? v+

Z druhych derivaci sestavime matici, resp. determinant, ktery v jednotlivych ,podezrelych* bodech
vyhodnotime.
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922 9xdy 18 — 18 —6 18 —6
o gy | _[18- 18 a4 o,
o2 02 6 6y + 2 -6 2
OyOx dy?
-6 —6
A2 : = —96,
—6 10
A3 : = 384.
—6 —14

1Reseni £1 = 0 jiz znadme.



Takto spoctené determinanty nam fikaji, ze

— v bodé A3 ma funkce lokalni extrém, a to maximum. Determinant matice As je totiz kladny
a (A)1,1 = —30 je zdporny.
— v bodé A, funkce lokalni extrém nemaé, protoze determinant matice Az je zaporny.

— podle tohoto nemizZeme rozhodnout, zda zde extrém nastévé ¢i nikoliv, protoze determinant
je roven nule. Rozhodnout lze napf. ,analyzou“ chovani funkce v okoli ,podezielého“ bodu
A;. Funkci lze psat ve tvaru f(z,y) = (3 — y)2 + (y* — 32?) , 2z néjz je vidét, Ze budeme-li
se kolem A; pohybovat po pfimce y = 3z, pak mame f(x,y) = f(x,3z) = 2423, Oviem 2423
je zéaporné pro x < 0 a kladné pro x > 0, proto v bodé A; extrém nenastdva.

Pripomenime si zde jesté vzorec pro vypocet tetné roviny 7 k funkci f(z,y) v bodé T = [Ty, T,

of of
7 —(T)(xr —T,)+ =—(T -T,) —z+ f(T) =0,

L) @)+ (1) (v-1) -2+ ()
a uvazujme, jak vypadaji tecné roviny v ,podeztrelych“ bodech. Protoze prvni parcidlni derivace
jsou v nich nulové, maji tyto roviny tvar

—z+ f(Ai) =0, proi=1,2,3.

Jde tedy o roviny rovnobézné s rovinou z = 0. V piipadé maxima v bodé A musi graf funkce
v okoli“ tohoto bodu zistat pod te¢nou rovinou. V pfipadé minima nad tec¢nou rovinou. Pokud
v bodé extrém neni, pak je graf funkce v okoli bodu nad i pod tecnou. Na obr. 1 je zndzornéna
situace v jednotlivych bodech A, As a Ag.

Obrézek 1: Tecna rovina a graf fce f(x,y) v bodech A;, Ay a As



Naleznéte lokalni extrémy fce f(z,y).
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(1) f(x,y):—2ﬂcy+x2y+y§. (11) f(z,y) =542z 4 2° + 6y — y°.
(2) f(x,y):2+x+g+y—xy, (12) f(z,y) =5 — 24z + 22° + 2ay

(3) f(x,y)=w292+%+y3—3y+3.

— 3 3
4) f(z,y) =22 —2xy—|—y3, (14) f(x,y) =15+ 18xzy + y°.

(5) flz,y) = (2—y)*+2%y. (15) f(z,y) = 5a® + 22° + y* + xy°.

(6) f(z,y) =125 — x3 + 62y — 8y°. (16) f(z,y) = 2® — 3zy +1°.

(7) f(z,y) =2y® —y° + 3na. (17) f(z,y) =3z —2® + 6y —ay + y°.
(8) f(z,y)=3—z+a®—y—ay+y° (18) f(z,y) =5+ 32z + 22°y — 2°y>.
(9) f(z,y) = —6z+2° — 9y +zy + y°. (19) fz,y) = (1+27)° —ay+ 9>

(10) f(xz,y) =7+ z —22% — 3y + 6xy — 5y°. (20) f(z,y) = 3+ 8z — 10y — 8zy + 5% + 5y>



Naleznéte lokalni extrémy fce f(z,y).

(1)
Ali[0,0]Z NE, A2:[2,0]: NE,
A =[1,-1]: MAX,

(2) A;=[1,2]: NE.

(3)
Ay =1[0,—1]: NE, Ay =[0,1] : min.

(4)

2 2
A1:[0,0]I NE, A2:|:

3,3} Doman.

Ay =[-2,0]: NE, A, =[2,0]: NE,

5) Az =10,2] : min.

(6)
1
A;=1[0,0]: NE, Ay = [1,2} : MAX.

(7) nemd extrém.
(8) A; =][1,1]: min.
(9) Ay =][1,4]: min.

(10) Ay = {—2,—2} . MAX.
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(11) A, =[-1,3]: NE.

(12)
A; =1[-2,0: MAX, Ay =12,0] : min,

Ay = [o,fwﬂ . NE, A, — [0,2\/3} . NE.

(13)
A; =[0,0]: NE, Ay = [17;} : min.

(14) A; =[0,0]: NE, Ay = [6,6]; min.

(15)
A= [—2,0} : MAX, Ay =10,0] - min,

A3 =[-1,-2]: NE, Ay =[-1,2]: NE.

(16) A; =[0,0]: NE, Ay =[1,1]: nun.

B 9] : NE.

(17) A, = {5,5

(18) A; =[-2,-2]: NE.
(19) A, =1[0,0] : min.

(20) A; =[0,1]: min.



