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Odhadnéte hodnotu funkce f(z,y) v bodé A:

In (xy3 + 4)
2

f(z,y) = A=[3.1,-09].

x
Reseni: K odhadu funkéni hodnoty vyuzijeme tecné roviny 7 ke grafu funkce ve vhodné zvoleném
bodé. Obecnd rovnice roviny ma totiz tvar

Tiax+by+cz+d=0,

kde a,b,c,d jsou redlné koeficienty. Vyjadiime-li si z této rovnice z a budeme-li na tento zapis
pohliZzet jako na definiéni predpis funkce z(z,y), pak k urdeni hodnoty této funkce potiebujeme
pouze zakladni aritmetické operace. Plati totiz

—axr —by —d

z=z(x,y) = -

Dale plati, Ze teCna rovina 7 a graf funkce maji spole¢ny bod dotyku a v jeho okoli muzeme funkci
f(z,y) pomoci teéné roviny aproximovat. Proto si zvolime vhodny bod T, v némZ te¢nou rovinu
spocteme. Nemél by ,lezet daleko® od bodu A a také by mél byt snadno ,dosaditelny* do f(z,y).
Takovym bodem je v naSem piipadé bod T = [3,—1].

Pfipomertime si jeden ze ,,vzorci* pro vypocet teéné roviny 7 k funkci f(z,y) v bodé T = [T . Ty]
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Odsud a z uvedené¢ho vzorce jiz mame rovnici roviny 7 ve tvaru —(z —3) + 1(y +1) — 2+ 0 =0,

ktery muizeme vyndsobenim —9 prevést do tvaru

T:x—9y+92—-12=0.

K pozadovanému odhadu funkéni hodnoty vsak pouzijeme prvni tvar, resp. vyjadreni z z néj,
protoze do takového tvaru se bod A = [3.1, —0.9] bude dosazovat nejlépe. Mame tedy

1 1
z=—gle=3)+1y+1) — zzy)=-l@-3)+H+1)
1 1 1
2(3.1,-0.9) = =5 (31 =3) + (<09 +1) = =5 (0.1) + (0.1) = 0.1 (—9 + 1) =
1 8 8 1
=155 =00 = 15 = 0088888 .



Dodejme jesté, Ze ,presnd“ hodnota f(3.1,—0.9) spoctend kalkuldtorem je 0.0576423, chyba naseho
odhadu tedy je cca 0.03.

Jak te¢énd rovina 7 ,priléha“ ke grafu funkce f (z,y) je zndzornéno na obrazku 1.
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Obrazek 1: Tefné rovina 7 a graf fce f(z,y)

V obrazku 1 je zakreslena také normaéla. Proto nez priklad opustime, zapiSeme i jeji rovnici.
Pripomenme si, ze koeficienty a,b,c z obecné rovnice roviny jsou také koeficienty normalového
vektoru n dané roviny, tj. n = [a, b, c].

V piipadé, Ze jde o tecnou rovinu k funkci f(z,y) v bodé T = [T, T,] , lze normélovy vektor psat
jako

n=35(T). 35 (T). 1],

coz si 1ze snadno odvodit i ze zde uvedeného vzorce te¢né roviny.!

n(x 3
Nyni si jiz zapiSme rovnici normdly n ke grafu funkce f(x,y) = 1(3_72#;) vbodé T =[3,—-1]. K

tomu samoziejmé vyuzijeme normalového vektoru, jehoz slozky zname z vypoctu tecné roviny T,
tj.

n=[2L(T), 55 (T), 1] = [—;,1,—1} .

Kromeé vektoru vsak k zapisu piimky potfebujeme také bod, ktery na ni lezi. Tim je samoziejmé bod
dotyku teéné roviny a grafu f(z,y), coz je v tomto piipadé bod T = [Tx, Ty, f(Ty, Ty)} =[3,-1,0].

Rovnice normaly tak jsou

1
n:T+t-n, teR, n:[3,—1,0]+t- [—9,1,—1:|,t€R,

1
z(t) =Tp+t-m, teR, z(t)=3-gt teR,

y(t) =T, +t-ng, t R, y(t)=—-1+1t, t € R,
2t) =T, +t-no, teR, z(t)=—1t, t eR.

Prvni zapis je rovnice vektorovd, dals{ tii pak spolu tvoff parametrickou rovnici pfimky (v tomto
pripadé normaély). Obecnd rovnice piimky v prostoru neexistuje.

Samoziejmé lze misto vektoru [—%, 1, —1} pouzit napf. vektor —9n = [1, -9, 9], diky jehoz tvaru
se zapis rovnic norméaly krapet zprehledni

x(t) =3+t yt)=-1-9t =2()=9t, tecR.

1Pfipadné naopak ze znalosti normélového vektoru lze snadno dojit k obecné rovnici roviny.



K funkci f (z,y) urcete teénou rovinu 7 a norméalu n v bodé A.

(1) (10) f(z,y) = Va2 +12, A=[4,-3,7].
f(x,y):1n(2—x2+3y), A=[-217.

(11) f(z,y) ==y, A=1[2,1,7].

(2)
flag) =oos (o +22), 4= |70, (12) floy) =22 +47 A=[237).
3) fla,y) = 1—%, A=1[-317. (13) f(z,y) = Va2 +y?—ay, A=[3,47].
(4) flz,y) = Q?ﬂ%f’ A=[1,1,7]. (14) f(z,y) =ln(z+y), A=][1,27].
(5) f(z,y) =zhhy—yhz, A=[117] (15) f(z,y) = ! =, A=1[52]
T—y

(6) (16) flwy) == +7. A=[1.27].
f(z,y) = sin (xy2 - 1) , A=1[1,-1,7.

(07) fwy) = A=[117)
(7) f(l‘,y): \/x2_y7 A:[ngv?]'

(18) flzy)= ——, A=10,1,7]
(8)
f(z,y) = 32% — 22%y + 5xy*—62 + 5y + 10,

A=[1,-1,7. (19) f(z,y) =xzcos(z—y), A=][1,1,7].

O) Sy =2, A=[L11. (20) fla.y) =yln(z—y), A=[2.17.
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K funkci f (z,y) urcete teénou rovinu 7 a norméalu n v bodé A.
D n:z@t)=4t-2,yt)=3t—1, z(t) =—t, t R, 7:42+3y—2+5=0.
(2)n:x(t):—t+g7y(t)zo,z(t):—t,teR, T:—x—z+g:o.
B)n:zt)=—t—=3, yt)=3t+1, 2(t) =2—-4t, t R, 7:—x+3y—4z+2=0.
4 nix(t)=t+1, yit)=—-4t+1, z(t)=—t+1,teR, 7:0—-4y—2+4=0.
B)niz@t)=—t+1, y@t)=t+1, 2(t) =—t, teR, 7:—x+y—2z=0.
6) n:z(t)=t+1, yt)=-2t—1, 2(t) =—t+0,teR, 7:2—-2y—2—-3=0.
(M) n:z@t)=4t+2, yt) =—t+3, 2(t) =—-2t+1,teR, 7:40—y—22—3=0.
(8) n:xz(t)=1+12t, y(t) =-1-T7¢, 2(t) =9—t, teR, 7:122 —Ty—2z-10=0.
9) nixt) =14+t yt)=1—¢t, 2(t)=1—-t, teR, 7:2—y—2+1=0.
(10) n:x(t) =4+4¢, y(t) =—-3-3t, 2(t)=5—-5t, t€R, 7:40—3y—5z=0.
A) n:z@t)=24+t yt)=1+2¢ 2(t) =2—-t, teR, 7:x+2y—2—-2=0.
(12) n:a(t) =2+8t, y(t) =3+6t, 2(t) =17—¢, teR, 7:8x+6y—2z—17=0.
(13) n:x(t) =3—-17¢, y(t) =4 —11t, 2(t) = —7—-5t, t € R, 7:17x+11ly+52—60=0.
(14) n:z@t) =1+t y{t) =2+t 2(() =In3-3t,teR, 7:24+y—32+3In3-1)=0.

(15) n:x(t)=—t+5, yit) =4t +2, 2(t) =-2t+1, te€R, 7:2x—4y+22+1=0.



)
cx(t) =1 —6t, y(t) = 2+ 3t, z(t)=§—4t, t eR,

rz(t) =t ylt)=1, z2(t) =—-t, teR, 7:2—2=0.

T:—6x+3y—424+10=0.

1
rx(t) =1, y(t) =1+, z(t):§+2t,t€R, Tiy+2z2—-2=0.

rx(t) =1+t yt)=1, 2(()=1—-t, teR, 7:2—2=0.

rx(t) =2+t yit)=1—-t, z(t)=—t, teR, 7:2—y—2z—1=0.



