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1. Mnoziny a zobrazeni
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Definice 1.1.1: Mnozinou rozumime soubor prvkl se
spoleénou, tzv. urCujici vlastnosti.

Pomoci urCujici vlastnosti umime rozhodnout, zdali dany prvek
do dané moziny patii anebo nepatfi. Mnozinu Ize zadat bud
vyCtem prvku (explicitné fekneme, které prvky do dané mnoziny
patfi), nebo stanovenim urcujici vlastnosti. Byva zvykem
mnoziny znacit velkymi pismeny.

Napf. A= {x € R|x > 0} je mnozina nezapornych reélnych
Cisel, je zjevné, ze 3 € Aa -3 ¢ A.

Poznamka: Znaceni ¢iselnych mnozin

prirozend Cisla N, cel& Cisla Z, racionalni Cisla Q, iracionalni
Cisla I, realnd Cisla R, komplexni Cisla C.
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Zobrazeni

Definice 1.1.2: Kartézskym souc¢inem mnozin Aa B
rozumime mnozinu

AxB={[xyllxe Ay e B},
prvky [x, y] se nazyvaji usporadané dvojice.

Definice 1.1.3: Relaci (vztahem) p mezi mnozinami Aa B
rozumime libovolnou podmnozinu kartézského soucinu A x B,
p C Ax B.

Definice 1.1.4: Zobrazeni (specialni vztah) mezi mnozinami A
a B je takova relace p mezi A a B, ve které ke kazdému prvku
x € A existuje prave jedno y € B takové, ze [x, y] € p.
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2. Realné funkce jedné realné proménné
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Definice 1.2.5: Funkci f na mnoziné D C R rozumime kazdé
zobrazeni

f:RDOD—-R, x—y=f(x), J

kazdému realnému Cislu x € D se pritadi pravé jedno realné
Cislo y € R.

Poznamka: Proménna x je nezavisla proménna, y je zavisla
proménna a predpis y = f(x) vyjadfujici zavislost y na x se
nazyva funkéni predpis. Hodnotu funkce f v bodé x, oznacime
f(Xo) = Yo a budeme ji nazyvat funkéni hodnotou funkce f v
bodé Xo-
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Definice 1.2.6: Mnozina D se nazyva definicni obor funkce f a
znaci se Dy nebo D(f). Mnozina v8ech funk&nich hodnot f(x) se
nazyvéa obor hodnot funkce f, znaci se Hr nebo H(f),

H; = {f(X)|X € Df}
Grafem funkce f je mnozina Gy,

Gr = {[x, f(x)]|x € Dy}.
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Operace s funkcemi

Definice 1.2.7: Jsou dany funkce f a g s definicnimi obory Dy,
Dg.

Rovnost funkci: f = g

Di=D, a f(x)=g(x)prokazdé x € Dy J

Soucet funkei: f + g

(f+ 9)(x) = f(x) + g(x) pro kazdé x € D; N Dy J

Rozdil funkci: f — g

(f — 9)(x) = f(x) — g(x) pro kazdé x € D;n D, J
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Operace s funkcemi

Sou¢in funkci: f - g

(f- g)(x) = f(x) - g(x) pro kazdé x € D; N D, J
Podil funkci: !
g
f f(x)
(g)(x) g()prokazdexeDfﬂD,g();éo J

Funkce jedné proménné Matematika | 9/212



Vlastnosti funkci

Ohranicené a neohranicené funkce

Definice 1.2.8: Funkce f se nazyva ohrani¢ena shora na
mnoziné M C R, existuje-li takové Cislo h, ze pro vSechna x ¢ M
plati f(x) < h.

Definice 1.2.9: Funkce f se nazyva ohranic¢ena zdola na
mnoziné M C R, existuje-li takové Cislo d, Ze pro vSechna
x € M plati f(x) > d.

Definice 1.2.10: Funkce f se nazyva ohrani¢ena na mnoziné

M C R, je-li na M ohrani¢ena shora i zdola. Neni-li ohrani¢ena
ani shora ani zdola na M, nazyva se neohranic¢ena na M.
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Vlastnosti funkci

Monotdénnost funkci, funkce rostouci a klesajici

Definice 1.2.11: Funkce f se nazyva na intervalu / C R
@ rostouci, prave kdyz pro vSechna xy, x, € / plati:
je'” X1 < Xo pak f(X1) < f(Xg),
@ klesaijici, pravé kdyz pro vSechna xi, xo € I plati:
je-li x1 < X2 pak f(x1) > f(x2),
@ neklesaijici, prave kdyz pro vSechna xi, xo € [ plati:
je-li xy < x2 pak f(x1) < f(x2),
@ nerostouci, pravé kdyz pro vSechna xq, xo € I plati:
je-li x1 < x2 pak f(x1) > f(x2).

Poznamka: Takové funkce se nazyvaji monotonni na intervalu
l.

Poznamka: Funkce rostouci a klesajici na intervalu / se
nazyvaji ryze monotonni na intervalu /.
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Vlastnosti funkci

Parita funkce, funkce suda a licha

Definice 1.2.12: Funkce f se nazyva suda, jestlize plati:

pro kazdé x € Dy plati — x € Dy a f(—x) = f(x). |

Definice 1.2.13: Funkce f se nazyva licha, jestlize plati:

pro kazdé x € Ds plati — x € Dy a f(—x) = —f(x). J

Graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je
soumeérny podle poCatku soustavy soufadnic, podle bodu [0, 0].
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Vlastnosti funkci

Periodicita funkce

Definice 1.2.14: Funkce f se nazyva periodicka, jestlize
existuje takové Cislo p > 0, Ze plati:

pro kazdé x € Dy plati x + p € Dr a f(x + p) = f(x). J

Cislo p se nazyva perioda funkce f. Existuje-li nejmensi &islo p,
pak jej nazyvame zakladni perioda funkce f.

Poznamka: Graf periodické funkce se pravidelné opakuje po
intervalech, jejichz délka je nejméné rovna zakladni periodé p.
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Vlastnosti funkci

Prosta funkce

Definice 1.2.15: Funkce f se nazyva prosta, prave kdyz pro
vSechna x1, xo € D(f) plati:

je-li X1 # Xo , pak f(x) # f(x2). ]

Véta 1.2.16: KaZda ryze monotonni funkce je prosta.

Poznamka: Opacné tvrzeni neplati.
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Slozena funkce

Definice 1.2.17: Rekneme, Ze funkce h je slozena funkce z
funkci f a g, jestlize plati:

D(h) = {x e D(f), f(x) € D(9)},

pro kazdé x € D(h) plati h(x) = g(f(x)).

Operaci skladani zna¢ime symbolem o, tedy h=go f,
respektive (g o f)(x) = g(f(x)).

Poznamka: Skladani funkci neni komutativni go f # fo g.
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Inverzni funkce

Definice 1.2.18: Inverzni funkce k prosté funkci f(x) je funkce,
kterd kazdéemu y € H(f) pfifadi prave to x € D(f), pro které je
f(x) = y. Znacime ji f~1.

Poznamka: Pro definiCni obor a obor hodnot plati:

Dale plati:
F(F(x) =x  F1(f(x) =x

Poznamka: Grafy funkce f a funkce inverzni f~' jsou
symetrické podle osy prvniho a tretiho kvadrantu, tj. podle
pfimky y = x. Inverzni funkce f~' zachovava monotdnnost
funkce f.
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3. Prehled elementarnich funkci
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Elementarni funkce

Zakladni elementarni funkce jsou: y = ¢, y = x, y = sin x,
y=e*;ceR.

Definice 1.3.19: Elementarni funkci nazveme kazdou funkci,
ktera vznikne ze zakladnich elementarnich funkci pomoci
operaci s funkcemi (soucet, rozdil, soucin, podil, skladani a
invertovani).
Elementarni funkce jsou funkce:

@ polynomy a obecné mocninné,

@ exponencidlni a logaritmicke,

@ goniometrické a cyklometrické,

@ hyperbolické a hyperbolometrické, témito funkcemi se
zabyvat nebudeme.
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Elementarni funkce

Polynomy
y = ax"+a, 1x" "+ - +a;x+a, aman1,...,a1,8% R, neN

Podrobné se budeme zabyvat polynomy vybranych typu:
@ konstantni funkce y = ag, n=10
@ linearni funkce y = ag+aix,n=1,a; #0
@ kvadratické funkce y = ay + ayx + ax?, n =2, a, # 0
@ mocninné funkce y =x", ap=a;=---=ap,.1=0,a,=1
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Elementarni funkce - konstantni funkce

o Df =R, Hf:{a}

@ grafem je pfimka rovnobézna s osou x protinajici na ose y
bod [0, g]

@ funkce je ohranicena, je soucasné nerostouci a neklesajici,
suda (je-li a = 0, je soucasné licha), periodicka (zakladni
perioda neexistuje), neni prosta
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Elementarni funkce - konstantni funkce
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Elementarni funkce - linearni funkce

y=ax+b, abeR a#0 J

o Df = R, Hf =R

@ grafem je pfimka, ktera v bodé [0, b] protina osu y

@ funkce je neohrani¢end, rostouci pro a > 0, klesajici pro
a < 0, neni sud4, je licha pro b = 0, neni periodicka, je
prosta
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Elementarni funkce - linearni funkce
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Elementarni funkce - kvadratické funkce

y=ax’+bx+c, abceR a#0 J

@ Df = R, H; zavisi na funkénim predpisu
@ neni periodicka, neni prosta, specialné pro b = 0 je funkce
y = ax? + c suda

av

2
Grafem je parabola, ktera ma vrchol v bodé —2, c— Lo
2a 4a

bodeé [0, c] protind osu y.
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Elementarni funkce - kvadratické funkce

PrasecCiky s osou x jsou feSenim kvadratické rovnice
ax? + bx + ¢ = 0. Z hlediska diskriminantu D = b — 4ac
rozliSujeme ftfi pripady:
vo |—b—+vD - D
@ D > 0 existuji dva pruseciky [%_, O], [b+a\/_, O]

@ D = 0 existuje jeden prusecik [;—s, O]
@ D < 0 prisecik neexistuje
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Elementarni funkce - kvadratické funkce
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Elementarni funkce - kvadratické funkce

pro a > 0 ma parabola konvexni tvar, funkce je ohrani¢ena zdola
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Elementarni funkce - kvadratické funkce

pro a < 0 ma parabola konkavni tvar, funkce je ohraniCena
shora

3 3 y = —x2 + 2x + 3

........... ...... 4

I
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Elementarni funkce - mocninné funkce

y=x", neN J
(*] Df:R
pro n sudé:
(] Hf: <0,00)

@ funkce jsou ohranic¢ené zdola, jsou sudé, nejsou prosté
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Elementarni funkce - mocninné funkce
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Elementarni funkce - mocninné funkce

y=x", neN J
(*] Df:R
pro n liché:
o Hf:<0,00)

@ funkce jsou ohranic¢ené zdola, jsou sudé, nejsou prosté
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Elementarm funkce mocninné funkce
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Elementarni funkce - mocninné funkce

Racionalni funkce

1
y = F, neN J
() Df = R\{O}
Specialné pro n sudé:
() Hf = (0, OO)

@ funkce jsou ohrani¢ené zdola, sudé, nejsou prosté
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Elementarni funkce - mocninné funkce
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Elementarni funkce - mocninné funkce

Racionalni funkce

1
y = F, neN J
() Df = R\{O}
Specialné pro n liché:
() Hf = R\{O}

@ funkce jsou neohranicené, liché, jsou prosté
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Elementarm funkce mocninné funkce
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Elementarni funkce - linearné lomené funkce

k
y=% keR\(0) J

o Dy =R\ {0}, H = R\ {0}

@ grafem jsou hyperboly, osy x, y jsou asymptoty hyperbol a
stfed je bod [0, O]

@ funkce jsou neohranicené, liché, prosté

pro k > 0 lezi vétve hyperbol v I. a lll. kvadrantu, klesaji na
intervalech (—o0,0) a (0, o)
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Elementarnl funkce - Ilnearne Iomene funkce

x| Nix | —

x| w
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Elementarni funkce - linearné lomené funkce

k
y=% keR\(0) J

e D =R\ {0}, H; = R\ {0}

@ grafem jsou hyperboly, osy x, y jsou asymptoty hyperbol a
stfed je bod [0, O]

@ funkce jsou neohranicené, liché, prosté

pro k < 0, lezi vétve hyperbol ve Il. a IV. kvadrantu, rostou na
intervalech (—c0,0) a (0, )
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Elementarnl funkce - Ilnearne Iomene funkce
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Elementarni funkce - iracionalni funkce

y=vx, neN J

Specialné pro n sudé:
(] Df = <0,00), Hf = <0,00)
@ funkce jsou ohrani¢ené zdola, prosté, rostouci
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Elementarnl funkce |raC|onaIn| funkce
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Elementarni funkce - iracionalni funkce

y=vx, neN J

Specialné pro n liché:
(] Df =R, Hf =R
@ funkce jsou prosté, liché, neohranicené
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Elementarnl funkce |raC|onaIn| funkce
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Elementarni funkce - exponencialni funkce

y=a, a>0a#1 J

@ Df=R, Hr=(0,0)

@ Cislo a se nazyva zaklad exponencialni funkce

@ grafy protinaji osu y v bodé [0, 1]

@ funkce jsou ohrani¢ené zdola, nejsou ani sudé ani liché

@ funkce jsou prosté (inverzni funkce jsou funkce
logaritmické)

@ specialné: Je-li zakladem Eulerovo Cislo e = 2,71828. ..

pak funkce y = e* se nazyva pfirozena exponencialni
funkce.

Funkce jedné proménné Matematika | 45/212



Elementarni funkce - exponencialni funkce
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Elementarni funkce - exponencialni funkce

je-li a > 1, jsou funkce rostouci
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Elementarni funkce - exponencialni funkce

je-li 0 < a < 1, jsou funkce klesajici
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Elementarni funkce - logaritmické funkce

y=Ilog,x, a>0,a#1 J

(] Df: (0,00), Hf:R

@ Cislo a se nazyva zaklad logaritmické funkce

@ grafy protinaji osu x v bodé [1, 0]

@ funkce jsou neohrani¢ené, nejsou ani sudé ani liché,

@ funkce jsou prosté (logaritmické funkce jsou inverzni k
exponencialnim)

@ specialné: Je-li zakladem Eulerovo Cislo e, pak
y =log, x = In(x) a nazyva se pfirozeny logaritmus.

@ Je-li zékladem Cislo 10, pak y = log,, x = log x a nazyvé se
dekadicky logaritmus.
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Elementarni funkce - logaritmické funkce
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Elementarni funkce - logaritmické funkce

je-li a > 1, jsou funkce rostouci
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Elementarni funkce - logaritmické funkce

je-li 0 < a < 1, jsou funkce klesajici
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Elementarni funkce - goniometrické funkce

Funkce sinus

y =sinx J

@ Di=R, Hr=(-1,1)

@ funkce je periodicka s periodou p = 27

@ funkce je ohranicena, je licha, neni prosta

@ funkce je rostouci na intervalu (—7/2,7/2) + 2km, k € Z
@ funkce je klesajici na intervalu (r/2,37/2) + 2kn, k € Z
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Elementarni funkce - goniometrické funkce
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Elementarni funkce - goniometrické funkce

Funkce kosinus

y = CcOS X J

(] Df:R, Hf: <—1,1>

@ funkce je periodicka s periodou p = 27

@ funkce je ohranicena, je suda, neni prosta

@ funkce je rostouci na intervalu (r,27) + 2km, k € Z
@ funkce je klesajici na intervalu (0, 7) + 2kr, k € Z
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Elementarni funkce - goniometrické funkce
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Elementarni funkce - goniometrické funkce

Funkce tangens

y =tanx J

o Di=R\{(2k+1)5, ke Z}, H =R

@ funkce je periodicka s periodou p = 7

@ funkce je neohraniCena, je licha, neni prosta

@ funkce je rostouci na intervalu (—7/2,7/2) + kr, k € Z
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Elementarni funkce - goniometrické funkce

Funkce kotangens

y =cotx J

@ Di=R\{kn, ke Z}, Hr=R

@ funkce je periodicka s periodou p =7

@ funkce je neohraniena, je licha, neni prosta

o funkce je klesajici na intervalu (0, 7) + k7, k € Z
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Elementarni funkce - cyklometrické funkce

Funkce arkussinus

y = arcsin x J

. , . . 7 . T T
@ inverzni k funkci y = sin x omezené na interval <—§, §>

(*] Df= <—1,1>, Hf= <—g,g>

@ funkce je ohraniCena, licha, prosta, rostouci
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Elementarni funkce - cyklometrické funkce
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Elementarni funkce - cyklometrické funkce

Funkce arkuskosinus

y = arccos x J

@ inverzni k funkci y = cos x omezené na interval (0, )
@ Dr=(-1,1), H = (0,7)
@ funkce je ohranicena, prosta, klesajici
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Elementarni funkce - cyklometrické funkce
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Elementarni funkce - cyklometrické funkce

Funkce arkustangens

y = arctan x J

. , . e . T T
@ inverzni k funkci y = tan x omezené na interval <_§’ §>

T
o D/ =R, H = (——,—)
f f 2’0
o funkce ohranic¢ena, licha, prosta, rostouci
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Elementarni funkce - cyklometrické funkce

i_.___%__.__é.__.__é.____é__.__._i,ﬁ-.%z____._:_.__._.:_____:.__.__5.__.__:____.-

g_..___.__%___.___g._._._,_.é._____,__é__._.__é_ﬂ-.%g____._;_.-_._+.__—w.;. ...... e
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Elementarni funkce - cyklometrické funkce

Funkce arkuskotangens

y = arccot x J

@ inverzni k funkci y = cot x omezené na interval (0, 7)
(] Df =R, Hf = (0,71’)
@ funkce je ohranicena, prosta, klesajici
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Elementarni funkce - cyklometrické funkce

S i s S - O S A S SR
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4. Limita a spojitost
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Limity - motivace

Limita funkce - motivace

Budeme vyS$etfovat chovani funkce f,

x2 -4
X—2

f:y=

v ,blizkosti“ bodu x = 2. Definiéni obor funkce f je mnozina
Ds = R\{2}. Nacrtneme graf funkce f.
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Limity -motivace

'\) |
N
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Limity -motivace

¢ X2 —4
Y =%"2
Pribliz. zprava
X 3 25 21 201 2,001 20001 ... 2
f(x)
Pribliz. zleva
X 115 19 199 1999 19999 ... 2
f(x)
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RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definice 1.4.20: Mnozinu reélnych Cisel R roz§ifime o prvky
00, —oo @ hazveme rozsifenou mnozinou realnych cisel R*:

R* =RU{-00,00}.

Body +oo nazyvame nevlastni body, body mnoziny R
nazyvame vlastni body.
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RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Vlastnosti mnoziny R*
Pro kazdé c € R plati: —o0o < ¢ < o0
Soucet a rozdil

C+too=00 C—00=—00 O00+00=00 —00—00=—00
Podil ~ =0 S -0
oo —0o0
Soucin
00 - 00 = 00 00 - (—00) = —00 —00 - (—00) = o0
pro c > 0plati ¢- 0o =00 C-(—0) =—00
proc < 0plati ¢-00=—00 C-(—o0) =00

Dal&i operace definujeme pomoci komutativnosti scitani a
nasobeni.
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RozSireni mnoziny realnych Cisel

Poznamka: Vyrazy

0, o

u6 9 ug

“, ”0 . OO“, 00 — OO“, ”00“, ”OOO“7 ”000“’ ”100“

nejsou definovany a nazyvaji se neurcité vyrazy. Neurcitost
budeme zvyraznovat pomoci uvozovek.
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Okoli bodu

Definice 1.4.21: Okolim bodu x; € R nazveme interval bod,
které maji od bodu x vzdalenost mensi nez §, tedy:

O(X0) = (Xo — &, Xo +9)
Prstencovym okolim bodu nazveme mnozinu O(xp)\{Xo},
znacime P(Xp).
P(xo) = (Xo — 0, X%0) U (X0, Xo + )
Okolim bodu oo rozumime libovolny interval tvaru (A, co), kde A

je realné Cislo:
O(00) = (A, 0)

Okolim bodu —oo rozumime libovolny interval tvaru (—oc, A),
kde A je reéalné Cislo:

O(0) = (=00, A)
Poznamka: Prstencova okoli bodu +oco jsou stejna jako okoli
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Jednostranné okoli bodu

Definice 1.4.22: Pravym okolim bodu x, € R nazveme
interval:
O+(X0) = <X0, Xo + (5)

Levym okolim bodu x; € R nazveme interval:
O_(Xo) = (Xo — (5, X0>
Pravym (levym) prstencovym okolim bodu nazveme interval:

P+(X0) = (Xo,Xo + (5) P_(Xo) = (Xo — 0, Xo)
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Limita funkce

Definice 1.4.23: Necht je dana funkce f a body

Xo € R*, L € R*. Necht je funkce f definovana na néjakém
prstencovéem okoli bodu xg. Rekneme, Ze funkce f ma v bodé
Xo limitu rovnu L, jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L
existuje prstencové okoli P(xp) bodu X, takové, Ze pro libovolné
x € P(xo) lezi hodnota f(x) v O(L). Znaime:

Jim f(x) = L J
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Limita funkce

Poznamka: Pokud x; € R, L € R fekneme Ze ma funkce
vlastni (kone¢nou) limitu.

Pokud xg € R, L = 400 fekneme Ze ma funkce nevlastni
(nekonec¢nou) limitu.

Pokud xy = 00, L € R fekneme Ze ma funkce vlastni
(konec¢nou) limitu v nevlastnim bodeé.

Pokud xg 4= 0o, L = +00 fekneme Zze ma funkce nevlastni
(nekonecnou) limitu v nevlastnim bodé.
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Jednostranna limita funkce

Definice 1.4.24: Necht je dana funkce f a body

Xo € R*, L € R*. Necht je funkce f definovana na néjakém
pravém (resp. levém) prstencovém okoli bodu x,. Rekneme, Ze
funkce f ma v bodé a limitu zprava (resp. zleva) rovnu L,
jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje pravé (resp. levé)
prstencové okoli P (xp) (resp. P~(xo)) bodu X, takové, Ze pro
libovolné x € P*(xo) (resp. P~(xo)) leZi hodnota f(x) v O(L).
Znacime:

lim f(x)=1L (resp. lim f(x) =L)

+ —
X—)XO X—)X0
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Existence limity funkce

Véta 1.4.25: Funkce f ma v bodé x, nejvyse jednu limitu.

Poznamka: Ma i nejvySe jednu limitu zleva a nejvySe jednu
limitu zprava.

Véta 1.4.26: Funkce f ma v bodé x, limitu pravé tehdy, ma-li v
tomto bodeé limitu zprava i zleva a tyto limity se rovnaji.
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Operace s limitami

Véta 1.4.27: Necht maji funkce f(x) a g(x) limitu v bodé xo,
pak plati:

Jim (7(x) + g(x)) = Jim f(x) + Jim g(x)
Jim (1(0) = g(x)) = Jim ()~ lim g(x)
Jim (f(x) - g(x)) = Jim £(x) - Jim g(x)
Jim (c-(x)) = c- im £(x)
. f(x)\  limyy f(X)
T (g(x)) = im, g(x) AR I 70 J
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Limita slozené funkce

Véta 1.4.28: Necht je dana sloZena funkce y = g (f(x)) a necht

dale lim f(x) = a a lim g(x) = c a existuje prstencové okoli
X—Xp Xx—a

P(xo) takové, Ze f(x) # a pro kaZzdé x € P(xp). Pak

lim g (f(x)) = c.

X—Xp
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Véty o limitach

Véta 1.4.29: Véta o dvou limitach
Jestlize pro funkce f a g plati f(x) = g(x) pro véechna x z
definicniho oboru Ds kromé bodu x = Xy, a jestlize existuje limita
L funkce f v bodé xq, pak i funkce g ma v bodé x, stejnou limitu
L,

Jim f(x) = lim g(x) = L.
Véta 1.4.30: Véta o tiech limitach
Jestlize funkce f a g maji v bodé x = xo limitu L a pro funkci h
plati f(x) < h(x) < g(x), pak

lim h(x) = L.

X—Xo
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Vybrané limity

Typ limity g, ac R\{0}

fx) _a oo (@a>0, g(x)>0)V(a<0, g(x) <0)
X“—U)](og(x)_a_<

-0 (a>0, g(x)<0)v(a>0, g(x)<0)
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Vybrané limity

Limity nékterych elementarnich funkci

lim x" = oo lim — =00
X—00 x—0+ X"
o1 1
lim — = —o0 lim — = o0
x—0— X x—0+ X
lim — = im — =0
X——00 X X—00 X
lim e*=0 lim e* =
X——00 X—00
lim Inx = —c0 lim Inx =

Funkce jedné proménné Matematika | 86/212



Vybrané limity

Nékteré dalsi dulezité limity

. sinx . tanx
Im — =1=lim —— =1,
x—0 X x—0 X
im sin(kx) 1= lim tan(kx) 1,
x—0 kx x—0 kx
1 X k X
lim <1+—> =e= lim <1+—> =ef kde k e R
X—=o0 X X—r+£o00 X
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Vybrané limity
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Vybrané limity
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Definice 1.4.31: Necht funkce f je definovana na néjakém
okoli bodu xp a plati

lim f(x) = f(x0),
X—Xg
pak fekneme, Ze funkce f je spojita v bodé x.
Poznamka: Obdobné definujme spojitost zprava nebo zleva.

Definice 1.4.32: Necht | C Dy, fekneme, Ze funkce je spojita
na intervalu /, je-li spojita v kazdém bodé intervalu /. Patfi-li do
intervalu doIni mez intervalu, je v ném spoijité zprava, a patfi-li
do néj horni mez intervalu, je v ném spojita zleva.

Véta 1.4.33: Vsechny elementarni funkce jsou spojité na svém
defini¢nim oboru.

Bod, ve kterém funkce neni spojita, nazyvame bod
nespojitosti.
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Véty o spojitych funkcich

Véta 1.4.34: (Weierstrassova)
Necht funkce f je spojita na uzavieném intervalu (a, b). Pak f je
na tomto intervalu ohranic¢ena.

Poznamka: Funkce f nabyva na intevralu svého minima a
maxima.

Véta 1.4.35: (Bolzanova-Cauchyho)

Necht funkce f je spojita na uzavieném intervalu (a, b) a plati
f(a) # f(b). Cislo ¢ leZi mezi hodnotami f(a) a f(b). Pak existuje
aspori jedno x, € (a, b), pro které plati f(xy) = c.

Poznamka: Zvolme ¢ = 0.

Je-li funkce f spojitéa na uzavieném intervalu (a, b) a maji-li
hodnoty f(a) a f(b) opacné znaménka, pak existuje aspon jedno
Xo € (a, b), pro které plati f(xo) = 0.
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1. Diferencialni pocet
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Definice derivace

Definice 2.1.36: Je dana funkce f a bod xo € Dy. Existuje-li
vlastni limita

lim
X—Xp X — Xo

)

f(x) — f(x0) J

pak ji nazveme derivaci funkce f v bodé x; a znacime ji f'(xo).

Véta 2.1.37: Existuje-li v bodé x, derivace funkce f, pak je v
tomto bodé funkce f spojita.

Definice 2.1.38: Necht je funkce f definovana v kazdém bodé
intervalu (a, b) a ma v kazdém bodé derivaci f'(x). Pak je na

(a, b) definované funkce f’, ktera kazdému x € (a, b) prifadi
hodnotu f'(x ) Tuto funkci nazveme derivace funkce f. ZnaCime
f’( ) y ’ df(x) dy

adx ’ dx*
Poznamka: Ma-li funkce f derivaci na intervalu /, pak fikame,
ze je na | diferencovatelna.

Diferencialni pocet funkci jedné proménné Matematika | 94 /212



Vlastnosti derivace

Véta 2.1.39: Necht funkce f a g maji na intervalu | derivaci.
Pak na | plati:

[c- f(x)] =c-f(x), ceR |
Derivace souctu, rozdilu
[F(x) + ()] = F/(x) £ ¢/(x) |
Derivace soucinu
[f(x) - 9(x)] = F'(x) - g(x) + f(x) - g'(x) J
Derivace podilu
)] F(x)-9(x) = f(x) - g'(x)
20 = @yp 0 PeIn7o
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Derivace elementarnich funkci

Derivace konstantni funkce

[e] =0 J

Derivace mocninné funkce

[Xn]/ -n- Xn—1 J

Derivace exponencialni funkce

] =e* [@]=2a""Ina |

Derivace logaritmické funkce

nx)' = flog,xl' = 1 J
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Derivace elementarnich funkci

Derivace goniometrickych funkci

sinx]" = cos tanx]' =
[sin x] X [tan x] cos? X
1
cosx]' = —sinx  [cotx] = —
[ ] [ ] sin® x
Derivace cyklometrickych funkci
1
. o I
[arcsin x]" = — [arctan x] T
1
I I
[arccos x| = — [arccot x| T
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Derivace slozené funkce

Véta 2.1.40: (derivace sloZené funkce)

Necht existuje derivace f'(xy) a derivace g' (f(x)). Pak existuje
derivace sloZené funkce g(f(x)) v bodé x, a plati:

[9(F(%))] = g (F(x0)) - F'(x0). ]

Poznamka: Na intervalu /, kde existuji prislusné derivace tedy
plati:
y=9g(f(x)) = y' =g (f(x)) (x) ]

Derivace slozené funkce je rovna soucinu derivace vnéjsi
funkce (s puvodnim argumentem) a derivace vnitfni funkce.
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Logaritmické derivovani

Funkei y = f(x)9% nelze derivovat jako y = x" (nebot exponent
neni konstanta) ani jako y = a* (zaklad neni konstanta). Funkci
upravime do tvaru, ktery umozni pouzit vzorce pro derivovani.
Funkci y = f(x)9*%) upravime:

Nyni funkci v tomto tvaru zderivujeme:
y' = [egin ]

— gI(x)InT(x) <g’ Inf(x) + g(x) - (1x) f’(x))
g

— 1007 (g0 - n ) + 909 - 7o )
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Derivace vysSich radu

Definice 2.1.41: Necht ma funkce f'(x) derivaci na intervalu /.
Pak funkci [f'(x)]' nazveme druhou derivaci funkce f a
znacime f"(x),

'(x) = [F(x)]" |

Poznamka: Obdobné definujeme derivaci n-tého radu

D (x) = [f*D(x)]". J
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I'Hospitalovo pravidlo

I"Hospitalovo pravidlo se pouziva pro vypocet limit typu ,~“

nebo Eoo. ’
400
Véta 2.1.42: Necht xo € R*, L € R*, lim f(x) =0, lim g(x) =
X—Xo X—Xo
: B : B oo F(x)
nebo )(Imo f(x) = to0, I|m g(x) = +o0, a existuje )(Il_@(o g~ b
pak existuje limita )(I@ % = L. Tedy
jim 1) _ g T
<=0 g(x) ~ #0 g'(X)
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I'Hospitalovo pravidlo

Poznamka: Limity vedouci na neurcité vyrazy typu

!!O ° Cx}“’ ”w - m“) 1100“7 ”mo“7 !!000“7 ”1 ook J

. 0 + Ly . .
Ize pfevést na typ ,,6“ nebo ﬁ a poté resit 'Hospitalovym
pravidlem.
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Derivace parametricky zadané funkce

Definice 2.1.43: Jsou dany funkce x = ¢(t), y = «(t), kde t € /
je parametr. Necht existuje ¢~'. Pak funkci

y =00 =1 (67 () ]

nazveme parametricky zadanou funkci.

Véta 2.1.44: Funkce f je dana parametricky rovnicemi

x = ¢(t), y =(t), kde t € I. Necht p(t) a(t) maji derivaci v
kaZdém bodé intervalu |. Pak derivace parametricky zadané
funkce f je dana vztahem:

y:m }

Poznamka: Derivaci podle t znacime te¢kou, abychom ji odlisili
od derivace podle x, kterou znacime carkou.
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Derivace parametricky zadané funkce

Véta 2.1.45: Funkce f je dana parametricky rovnicemi

x =¢(t), y =¢(t), kde t € I. Necht p(t) a (t) maji prvni a
druhou derivaci v kazdém bodé intervalu I. Pak druha derivace
parametricky zadané funkce f je dana vztahem:

PR ORORTIOREG
(&(1)°
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Diferencial funkce

Definice 2.1.46: Rekneme, Ze funkce y = f(x) je v bodé& X,
diferencovatelna, nebo ma v tomto bodé diferencial, jestlize je
mozné jeji pfirastek Ay na okoli bodu X, vyjadrit jako

Ay = f(xo + h) — f(x0) = Ah+ hr(h),

kde A je konstanta a lim,_,o 7(h) = 0. Funkce f se nazyva
diferencovatelna, je-li diferencovatelna v kazdém bodé x € Dy.

Véta 2.1.47: Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x,, pak
v bodé x, existuje derivace prvniho radu a plati

A = f'(x0).
Poznamka: Cislo h predstavuje prirtistek na ose x, je zvykem
tento prirdstek znacit h = dx. Pro prirlistek na ose y v bodé xp
pfi zndmé hodnotné dx pak dostavame

Ay = f'(Xo)dx + dx7(dx).
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Diferencial funkce

Definice 2.1.48: Je-li funkce y = f(x) diferencovatelna,
nazyvame nasleduijici vyraz diferencialem funkce f,

dy = df(x) = f'(x)ax. |

Véta 2.1.49: Je-li funkce f diferencovatelna v bodé xy, pak je
v tomto bodé spojita.

Véta 2.1.50: Je-li derivace prvniho fadu funkce f spojita v xo,
pak je funkce f v bodé x, diferencovatelna (a tedy i spojita).

Geometricky vyznam diferencialu Diferenciél funkce y = f(x)
v bodé xp pfi znamém prirtstku dx je pfirastek na tecné
sestrojené ke grafu funkce f v bodé [xo, f(Xo)].
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Diferencial funkce

Poznamka:

@ Diferencial funkce y = f(x)

dy = f/(x)dx. ]
@ Diferencial funkce y = f(x) v bodé xp
Ay (%) = F(x0)(x ~ %). J
@ Diferencial funkce y = f(x) v bodé X, pfi znamém pfirdstku
ax,
dy(x0)(dx) = f'(x0)dx € R. |
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Diferencial funkce

@ Diferencial druhého rfadu funkce y = f(x)

a2y = f'(x)dx?. |

@ Priblizny vypocet funkcnich hodnot

f(x) ~ f(xo) + df(x0)(dX). |
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TeCna a normala

Definice 2.1.51: Necht ma funkce f v bodé x; derivaci. Pfimku
t, prochazejici bodem [xo, f(Xo)] @ majici smérnici rovnu hodnoté
derivace funkce f v x, nazveme tecna ke grafu funkce f v
bodé x;. Pfimku n, prochazejici bodem [xo, f(xo)] a kolmou k
te¢né nazveme normala ke grafu funkce f v bodé xj.

Véta 2.1.52: Tecna ke grafu funkce f v bodé x, je dana
predpisem:

t: y—f(xo)="f(x)- (X —x) J

Normala ke grafu funkce f v bodé x, je dana predpisem:

n:y—f(x)=- f’(1xo) (X — Xo) J
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TeCna a normala

Poznamka: V bodé, ve kterém nema funkce f derivaci, teéna
neexistuje.

Poznamka: Rovnici te¢ny Ize pfimo odvodit z diferencialu
funkce y = f(x) v bodé xo,

dy(x0) = F'(x0)(x = X0) = ¥ = Yo = F(x0)(x = %), |

pficemz y, = f(x0), a tedy

toy —f(x0) = f(%0)(x — X0). |
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Tayloraiv polynom

Pro aproximaci funkce f na okoli bodu xo se pouziva tzv.
Taylortiv polynom, coz je polynom, ktery ma vhledem k funkci f
v bodé x; stejné hodnoty derivaci az do fadu n.

Definice 2.1.53: Necht je dana funkce f(x), ktera ma v bodé
Xo € Dy derivace az do fadu n € N. Pak polynom

To(x) = f(x0) + %df(xo) + %dzf(xo) oo %d”f(xo) J

nazveme Tayloriv polynom funkce f stupné n na okoli bodu
X0-
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Tayloraiv polynom

Poznamka
@ Taylorlv polynom je kombinaci diferencialti az do stupné n.

@ RozepiSeme-li diferencidly, dostavame alternativni tvar
Taylorova polynomu,

f'(xo)
1l

7o) = 100+ 00 ) 1 T2 (s -+%(XXO)”J

@ Taylorlv polynom prvniho stupné je te¢na ke grafu funkce f
v bodé Xo-

@ V pfipadé xp = 0 se TaylorGv polynom nazyva Maclaurinav
polynom.
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Vety o derivaci

Véta 2.1.54: (Rolleova véta)
Necht f(x) je spojita na intervalu (a, by a ma v intervalu (a, b)
derivaci. Necht dale plati f(a) = f(b). Pak existuje aspori jedno
c € (a, b) takove, Ze:

f'(c)=0.

Poznamka: V bodé c je teCna rovnobézna s osou x.
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Véty o derivaci

f(c)=0

f(c) +----

ERNE . —_———

f(a)=f(b) t------d----

o
[\ Y SRS
Of---mmmm e
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Vety o derivaci

Véta 2.1.55: (Lagrangeova véta o stredni hodnoté)
Necht f(x) je spojita na intervalu (a, by a ma v intervalu (a, b)
derivaci. Pak existuje aspori jedno c € (a, b) takové, Ze:

_ f(b)

(o) = f(a)

b—a
Poznamka:

@ V bodé c je te¢na rovnobézna se spojnici bodu [a, f(a)] a

[b, f(b)].

@ Plati-li f(a) = f(b) dostaneme Rolleovu vétu.
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Vety o derivaci

y
F(B) 4

2

c-______________________ —_——— =

' |
| |
0 a c
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Monoténnost funkce

Véta 2.1.56: Plati-li f'(xy) > 0, pak je funkce f v bodé X,
rostouci. Plati-li f'(xo) < 0, pak je funkce f v bode x, klesajici.

Véta 2.1.57: Necht je funkce f definovana na intervalu I. Plati-i
nal f'(x) > 0, pak je funkce f na | rostouci. Plati-li f'(x) < 0 na
I, pak je funkce f na | klesajici.

Poznamka: Intervaly, na kterych je funkce rostouci nebo
klesajici se nazyvaji intervaly monotonnosti.
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Extrémy funkce

Definice 2.1.58: Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, lokalni
maximum, jestlize existuje takové okoli bodu Xy, Ze pro vSechna
X # Xo z tohoto okoli plati f(x) < f(xo). Plati-li f(x) < f(xo0), pak
fekneme, ze funkce f ma v bodé x; ostré lokalni maximum.

Definice 2.1.59: Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x, lokalni
minimum, jestliZze existuje takové okoli bodu Xy, Ze pro vSechna
X # Xo z tohoto okoli plati f(x) > f(xo). Plati-li f(x) > f(xo0), pak
fekneme, Ze funkce f ma v bodé x; ostré lokalni minimum.

Poznamka: Ma-li funkce v bodé lokalni maximum nebo lokalni
minimum, fikame, Ze mé v bodé lokalni extrém. Ma-li funkce v
bodé ostré lokalni maximum nebo ostré lokalni minimum,
fikdme, Ze méa v bodé ostry lokalni extrém.

Poznamka: Je-li okolim cely defini¢ni obor funkce f, hovofime
o globalnich extrémech.
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Extrémy funkce

Véta 2.1.60: (nutna podminka existence lokalniho extrému)
Ma-li funkce f v bodé x, lokalni extrém a existuje-li v tomto bodé
derivace, pak plati

f I(Xo) =0.

Poznamka: Funkce mulze mit lokalni extrém pouze v bodech,
ve kterych bud' derivace neexistuje, nebo je derivace rovna nule.

Definice 2.1.61: Bod, ve kterém plati f'(xp) = 0, nazveme
stacionarnim bodem.

Véta 2.1.62: (postacujici podminka existence extréemu)
Necht plati f'(xo) = 0 a existuje druha derivace f"(xy). Je-li
f"(x0) > 0, pak ma funkce f v bodé x, lokalni minimum. Je-li
f"(x0) < 0, pak ma funkce f v bodé x, lokalni maximum.
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Extrémy funkce

Poznamka: V bodech, ve kterych je f’(x) = 0 nelze o existenci
lokalniho extrému rozhodnout podle této véty, je nutné vySetfit
lokalni chovani funkce f na okoli bodu x; z definice.

Postup pfi urcovani lokalnich extrému - prvni derivace

@ Urcime derivaci funkce a jeji definicni obor.

@ Najdeme stacionarni body.

@ Stacionarni body rozdéli defini¢ni obor na intervaly. Na
téchto intervalech rozhodneme o kladnosti resp. zapornosti
derivace. Kladna derivace indikuje rostouci funkci, zaporna
klesajici.

@ Lokalni maximum je v bodech, ve kterych funkce pfechazi z
rostouci na klesajici. Lokalni minimum je v bodech, ve
kterych funkce prechazi z klesajici na rostouci.
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Konvexnost a konkavnost

Definice 2.1.63: Necht ma funkce f derivaci v bodé xp.
Rekneme, Ze funkce f je v bodé x, konvexni (resp. konkavni),
jestlize existuje okoli bodu x, takové, Ze pro v§echna x z tohoto
okoli je graf funkce f nad (resp. pod) teCnou sestrojenou ke
grafu funkce f v bodé xo,

F(x) > f(x0) + f'(X0) (X — Xo)

resp.
f(x) < f(Xo) + f'(%0)(X — Xo)

Definice 2.1.64: Rekneme, Ze funkce f je konvexni (resp.
konkavni) na intervalu / C Dy, jestlize je konvexni (resp.
konkavni) v kazdém bodé intervalu /.

Diferencialni pocet funkci jedné proménné Matematika | 121/212



Konvexnost a konkavnost

Véta 2.1.65: Necht' f’(xo) > 0, pak je f v bodé x, konvexni.
Necht f'(xy) < 0, pak je f v bodé x, konkavni.

Definice 2.1.66: Necht ma funkce f derivaci v bodé x;.
Prechazi-li graf funkce f v bodé x; z polohy pod te¢nou do
polohy nad teénou (nebo naopak) nazveme bod x; inflexnim
bodem funkce f(x).

Véta 2.1.67: (nutna podminka existence inflexniho bodu)
Je-li xy inflexni bod funkce f a ma-Ii f v tomto bode druhou
derivaci, pak

f ”(Xo) =0.

Poznamka: Funkce muaze mit inflexi pouze v bodech, ve
kterych bud’ neexistuje druha derivace, nebo je druha derivace
rovna nule.
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Konvexnost a konkavnost

Véta 2.1.68: Je-li f' spojita v xq a druha derivace " méni v x,
znameénko, pak Xy je inflexnim bodem funkce f.

Poznamka: Zména znaménka druhé derivace znamena zménu
konvexnosti na konkavnost (nebo naopak).

Postup pfi uréovani inflexnich bodu - druha derivace
@ Ur¢ime druhou derivaci funkce a jeji definini obor.

@ Najdeme body, ve kterych je druha derivace rovna nule.
@ Tyto body rozdeéli definiCni obor na intervaly. Na téchto
intervalech rozhodneme o kladnosti resp. zapornosti
derivace. Kladna derivace indikuje kovexnost funkce,

zaporna konkavnost.

@ Inflexni body jsou body, ve kterych derivace méni
znaménko, tedy se méni charakter zakfiveni funkce z
konvexniho na konkavni, nebo naopak.
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Asymptoty

Asymptoty jsou pfimky, ke kterym se ,blizi“ graf funkce.

Definice 2.1.69: Necht f je funkce. Rekneme, Ze piimka
y = kx + g je asymptota se smérnici pro x — oo, jestlize
existuji vlastni limity,

X—oo X X—00

k = lim @, q = lim (f(x) — kx), J

respektive je asymptotou se smérnici pro x — —oo, jestlize
existuji vlastni limity,

k= lim m, q= Xﬂryoo(f(x) — kx). J

x——00 X
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Asymptoty

Definice 2.1.70: Necht f je funkce. Rekneme, Ze pfimka x = xo
je asymptota bez smérnice, jestlize alespon jedna
jednostranna limita je nevlastni,

lim f(x) =+oo nebo lim f(x) = +oc. J

X=Xy x—x;
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Asymptoty

Poznamka:

@ Bod xo nepatfi do definicniho oboru funkce f. Pokud ano,
asymptota bez smérnice v ném neexistuje.

@ Je-li Dy = R, asymptota bez smérnice neexistuje.

@ Jestlize, existuje asymptota bez smérnice v bodé Xxo,
fikame, Ze funkce f na okoli xp vykazuje asymptotické
chovani.

@ Asymptoty se smérnici mohou byt bud’ dvé razné pfimky,
primka jedina, nebo asyptota se smérnici neexistuje.

@ Asymptoty do grafu funkce f vyznaCujeme Carkované.
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Sestaveni grafu funkce

K sestaveni grafu funkce je potreba vySetrfit nasledujici
vlastnosti

@ definicni obor funkce, nulové body, intervaly plus minus

@ sudost, lichost, periodicita

@ spojitost, asymptoty bez smérnice

@ prvni derivace, jeji definicni obor, nulové (stacionarni) body,
intervaly plus minus

@ monotdénnost

@ lokalni extrémy

@ druhd derivace, jeji definiCni obor, nulové body, intervaly
plus minus

@ konvexnost, konkavnost, inflexe
@ asymptoty se smeérnici
@ graf, obor hodnot
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Linearni algebra
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1. Matice
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Zakladni pojmy a definice

Definice 3.1.71: Mnozinu / ={1,2,...,m} C N budeme
nazyvat m-prvkovou indexovou mnozinou .

Definice 3.1.72: Bud / = {1,2,..., m} m-prvkova indexova

mnozina, J = {1,2,..., n} n-prvkova indexovd mnozina. Matici
typu m x n rozumime zobrazeni

A:lxd =R, [i,j]— ajresp. A([i,]]) = aj. J

Index i se nazyvéa radkovy index (Cisluje fadky), index j se
nazyva sloupcovy index (Cisluje sloupce).
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Zakladni pojmy a definice

Poznamka: Byva zvykem matici reprezentovat pomoci tabulky,
prvky matice usporadame do radku resp. sloupct,

ayy a2 -+ Ain

do1 a2 - dop
A=| . . .

am amz - amn

Poznamka: Matice znaCime obvykle velkymi pismeny latinské
abecedy. Chceme-li v oznaCeni matice zdaraznit jeji typ,
pouzivame An«n. V pfipadé, ze m = n, se pouziva termin rad,
priCemz Ize pouzit znacCeni A,.
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Specialni tvary matic

@ Obdélnikovou matici rozumime matici, pro kterou plati
m = n.

@ Ctvercovou matici rozumime matici, pro kterou plati
m=n.

@ Nulova matice je matice tvofena pouze nulami.

@ Jednotkova matice je takova Ctvercova matice, kdy
vSechny prvky hlavni diagonaly jsou rovny jedné, vSechny
ostatni prvky jsou rovny nule. Jednotkova matice ma
specialni oznaceni, pouziva se pismeno E. Tedy

i o 100
E1:(1), E2:<o 1), Es=|0 1 0|, atd.
00 1

Poznamenejme, ze prvky hlavni diagonaly jsou prvky a;
takové, ze i = j.
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Specialni tvary matic

@ Horni (resp. dolni) trojuhelnikova matice je Ctvercova
matice, jejiz prvky pod (resp. nad) hlavni diagonalou jsou
nulové, tedy

aj=0proi>j (resp.a;=0proi<yj).

o Transponovana matice AT k matici A je matice, ktera
vznikne z matice A zaménou fadkl za sloupce,

(a)" = (a).
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Specialni tvary matic

o Diagonalni matice je ¢tvercova matice A s nenulovymi
prvky nejvySe na hlavni diagonale, tedy

aj=0proi#j.

@ Submatice A; matice A je matice, ktera vznikne z matice A
vynechanim jejiho i-tého fadku a j-tého sloupce.

@ Matici ve schodovitém tvaru rozumime matici A, jejiz
kazdy nenulovy radek, kromé prvniho, zacina zleva vice
nulami, nez radek predchozi, a za nulovym fadkem
nasleduji jen nulové radky.

@ Rekneme, Ze matice A je v Gauss-Jordanové tvaru,
jestlize je ve schodovitém tvaru, hlavni prvky jsou jednicky,
a Cisla nad a pod hlavnimi prvky jsou nuly. Hlavni prvek je
prvni nenulovy prvek daného fadku brany zleva.
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Specialni tvary matic

@ Symetricka matice je Ctvercova matice A, pro kterou plati
A=A"
@ Antisymetricka matice je Ctvercova matice A, pro kterou

plati
A= A"
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Operace s maticemi

Definice 3.1.73:
@ Rovnost matic A, B
Matice A = (a;) se rovna matici B = (b;), pravé kdyz jsou
obé matice stejného typu a vSechny vzajemné si
odpovidajici prvky jsou si rovny, tedy

A=B& a;=by. |

@ Soucet matic A, B
Matice C = (cj) se nazyva souctem matic A = (a;),
B = (bj), pravé kdyz jsou matice A, B stejného typu a
kazdy prvek matice C je souctem vzajemné si
odpovidajicich prvkd matic A, B, tedy

C=A+Beci=aj+b; |
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Operace s maticemi

@ Nasobek matice A realnym cislem k
Néasobkem matice A = (a;) Cislem k € R rozumime matici
B = (bj) stejného typu, ktera vznikne tak, Ze kazdy prvek
matice A nasobime Cislem k. Tedy

B=k-Asbj=k-a; |

@ Soucin matic A, B (oznaceni: C=A- B)
Soucinem matic A = (ax) typu m x na B = (by) typu n x p
(B ma tolik fadkd jako ma A sloupcu) je matice C typu
m x p, jejiz kazdy prvek je dan nasledujicim vztahem,

n
CzA-B@C,-,-zZa,-k-bkj. }
k=1
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Operace s maticemi

Poznamka

@ Matice C ma tolik radku, kolik radki ma matice A, a tolik
sloupcu, kolik sloupct ma matice B.

@ Index k se nazyva séitaci index. Indexy i a j se nazyvaji
pevné nebo volné indexy.

@ Je-li jasné, ktery index je scitaci, vynechava se v zapisu
soucinu symbol sumy. Takovému pfistupu se fika
Einsteinova sumacni konvence,

n
C:A-B@c,-j:Za,-k-b;q-:a,-k-bkj.

k=1
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Operace s maticemi

@ Soucin matic neni komutativni, obecné neplati vztah
A-B=B-A

@ Existuji matice, které nelze nasobit. Vzdy je tfeba nejdrive
oveérit pfed nasobenim matic jejich kompatibilitu
(nasobitelnost).

@ Pro matice A, B (odpovidajicich typu) plati:

(A-B)' =BT.A".
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Hodnost matice

Definice 3.1.74: Radkové ekvivalentnimi Gpravami matice
budeme rozumét nasleduijici Upravy

@ vymeéna libovolnych dvou fadku
@ vynasobeni libovolného fadku nenulovym cCislem
@ pricteni nenulového nasobku daného fadku k jinému fadku

Definice 3.1.75: Matice A a B jsou ekvivalentni, jestlize Ize
matici A prevést na matici B koneCnym poctem ekvivalentnich
Uprav.

Definice 3.1.76: Hodnost matice A je poCet nenulovych radku
ekvivalentni matice ve schodovitém tvaru. Nenulovy radek je
radek obsahujici alespon jeden prvek riizny od nuly. Zna¢ime h,
h(A), rank A, rank(A).
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Hodnost matice

Véta 3.1.77: Je-li matice A typu m x n, pak
h(A) < min(m, n).
Véta 3.1.78: Ekvivalentni upravy neméni hodnost matice.

Poznamka

@ Zcela analogicky se definuji sloupcoveé ekvivalentni Upravy.

@ Hodnost jednotkové matice n-tého radu je n. Hodnost
nulové matice je rovna nule.

@ Hodnost pocitame tak, Zze pomoci fadkove ekvivalentnich

Uprav prevedeme matici na schodovity tvar a spocCitame
nenulové radky.
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2. Determinanty
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Permutace

Definice 3.2.79: Permutace na indexové mnoziné / je libovolné
prosté zobrazeni

o= 1 o(i)y=o;

Permutaci na n-prvkové mnoziné zapisujeme formou matice

( 1 2 ... n) J
g = .

01 O2 ... Op

Dvojice (o, o) se nazyvé inverze, jestlize plati: i < j = o; > o,

pocet inverzi znaCime inv 0. Znaménko permutace o bude
sgno = (—1)™°.
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Determinanty

Definice 3.2.80: Determinantem ¢tvercové matice radu n,
budeme rozumét nasleduijici realné Cislo,

det(A) = |A| = sgno - @iy, - @0y * - - - * Anoy- J

o

Definice 3.2.81: Jestlize |A| # 0, nazyva se matice A regularni
matice. Jestlize |A| = 0, nazyva se matice A singularni matice.
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Vlastnosti determinantu

Necht A a B jsou ¢tvercové matice fadu n, pak
o |AT| =|A
° |A-B|=|Al-|B|
@ Ma-li matice A dva fadky nebo sloupce stejné, pak |A| = 0.
@ Vznikne-li matice B z matice A:
@ vzajemnou vymeénou dvou radkul (sloupct),

pak: |B| = — |Al,
@ vynasobenim jednoho fadku (sloupce) Cislem k € R, pak
Bl =k -|A,

e prictenim k-nasobku, k € R, jednoho fadku (sloupce) k
jinému, pak: |B| = |A|.
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Vlastnosti determinantu

@ Jsou-li fadky (sloupce) determinantu |A| linearné zavislé
(radek v matici se nazyva linearné zavisly, jestlize jej Ize
vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich radku, pripadné
se jedna o fadek, ktery se anuluje pfi radkové
ekvivalentnich Gpravach pfi prevodu matice na schodovity
tvar), pak |A| = 0.

@ Determinant trojuhelnikové matice je roven soucinu prvku
hlavni diagondly.

@ Determinant diagonalni matice je roven soucinu prvkul
hlavni diagondly.
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Vypocet determinantu

Vypocet determinantu matice 1. fadu

|A|=’311‘=a11 J

Vypocet determinantu matice 2. fadu - kfizové pravidlo

o
|A| = 1 = ayy - A2 — a2 - 21
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Vypocet determinantu

Vypocet determinantu matice 3. fadu - Sarrusovo pravidlo

Al = [@_ 20 = 81182833 + dz1-a32-ay3 + 831- 812823

—(@13- @22+ @31 + 8o3- @32 @11 + @33+ A12- 821)

Poznamka: Pro determinanty ¢tvrtého a vyssSich radi zadné
obdobné pravidlo neplati.
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Vypocet determinantu

Vypocet determinantu matice 4. a vysSich radu

Vypocet determinantd vysSich radu (tj. 4 a vyse) mizeme
provadét pfimo podle definice, coz je ale velmi pracné. Matici
bud prfevedeme na trojuhelnikovy tvar pomoci ekvivalentnich
Uprav (pozor, nékteré Upravy méni determinant), poté staci
vynasobit prvky hlavni diagondly. Dal§i moznost je pouziti Véty
o Laplaceoveé rozvoji determinantu.
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Vypocet determinantu

Vypocet determinantu matice 4. a vysSich radu

Definice 3.2.82: Bud A Ctvercova matice fadu n. Submatici A;
budeme nazyvat matici fadu n — 1, ktera vznikne z matice A
vynechanim j-tého fadku a j-tého sloupce. Cislo |A;| se nazyva
subdeterminant nebo minor. Cislo &; = (—1)'*/|A;| se nazyva
algebraicky doplnék Cisla a;.

Véta 3.2.83: Laplaceliv rozvoj determinantu
Bud’ A Ctvercova matice radu n, pak

|A|:ai1'éi1+ai2'éi2+"'+ain'éin7 Vi:1,2,...,n. J
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Vypocet determinantu

Poznamka:

@ Zcela analogicky Ize vétu zformulovat pro rozvoj podle
sloupce.

@ P¥i vypocCtu postupujeme tak, ze si vybereme libovolny
fadek nebo sloupec, a zkonstruujeme Laplacelv rozvoj.

@ Hodnota determinantu nezavisi na volbé fadku nebo
sloupce, vzdy musi vyjit stejné.

@ Je vhodné volit pro konstrukci rozvoje ten fadek nebo
sloupec, ktery obsahuje co nejvice nul.
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3. Inverzni matice
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Inverzni matice

Definice 3.3.84: Bud A matice. Pokud existuje matice B s
vlastnosti A- B= B- A= E, pak se B nazyva inverzni matice k
matici A, zna6ime B= A".

Poznamka: Pokud inverzni matice existuje, pak je uréena
jednoznacné a navic matice Aa A~ jsou zjevné matice stejného
radu. O existenci inverzni matice rozhoduje jeji regularita.
Inverzni matice existuje pouze pro pfipad regularnich matic.

Véta 3.3.85: Ke kazdé regularni matici A existuje inverzni
matice A=, a plati:
1
A =
Al
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Inverzni matice

Véta 3.3.86: Je-li A reqularni matice fadu n, pak

_ 1 a
A1:W'(Alg)T7 J

kde A"t je matice algebraickych doplriki k prvkim matice A.
Matice (A*¢)! se nazyva adjungovana matice k matici A.

Vypocet inverzni matice eliminaé¢ni metodou Kazdou
regularni matici A prevedeme jen radkové ekvivalentnimi
Upravami na jednotkovou matici E. Stejné upravy aplikujeme na
jednotkovou matici E, ktera timto prejde na hledanou inverzni
matici A=, symbolicky

(A[E) ~ -~ (E|AT).
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4. Soustavy linearnich rovnic
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Zakladni pojmy a definice

Definice 3.4.87: Soustavou m linearnich rovnic o n
neznamych rozumime

ai1X1 + aipXo + - - + ainXp = by
a1X1 + @oXo + -+ + @pXp = b2

ami X1 + @meXe + -+ - + @mnXn = bm,

kde a; se nazyvaji koeficienty soustavy, x; jsou neznamé a b,
jsou praveé strany rovnic soustavy proi=1,2,..., m,
j=1.2....n
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Zakladni pojmy a definice

Definice 3.4.88: Resenim soustavy m linearnich rovnic o n
neznamych nazveme kazdou usporadanou n-tici

X = (X1, X, ..., Xn), ktera po dosazeni do soustavy za jednotlivé
nezname spini vdechny rovnice soustavy.

Definice 3.4.89: Matici A, jejiz prvky tvofi koeficienty soustavy
a; nazyvame matici soustavy. Matici A|B, ktera vznikne z
matice A pripojenim sloupce pravych stran, nazyvame
rozSifenou matici soustavy.

ayy a2 - Ain an &z -+ ap| b

do1 dz2 - dop 81 ax - an| b
A=| T . . AB=| . .

am am2 -+ amn am dam2 -+ amn bm
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Zakladni pojmy a definice

Poznamka: Soustavu m linearnich rovnic o n neznamych
muzeme zapsat také ve formé maticové rovnice:

A-x =8B,

kde A je matice soustavy, x je sloupec neznamych a B je
sloupec pravych stran soustavy, tedy

ayn a2 -+ din X b
1 dg2 -+ dop X2 b,

am am2 - Amn Xm bm
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Zakladni pojmy a definice

Definice 3.4.90: Pokud ma soustava m linearnich rovnich o n
neznamych vSechny pravé strany rovny nule (tj.

b;=0, bob=0,---,by,=0,), pak se nazyva homogenni
soustava.

Véta 3.4.91: Frobeniova véta:
Soustava m linearnich rovnic o n neznamych ma alespon
jedno feseni, pravé kdyZ se hodnost matice soustavy rovna

hodnosti matice rozsifené,

h(A) = h(A|B) = h.
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Zakladni pojmy a definice

Poznamka
@ Pokud h(A) # h(A|B), pak feSeni soustavy neexistuje.

@ Jestlize feSeni soustavy existuje a h = n, ma soustava
prave jedno feseni, pro h < n ma soustava nekonecné
mnoho reseni zavislych na n — h parametrech.

@ Z Frobeniovy véty plyne, ze homogenni soustava linearnich
rovnic ma vzdy alespon trivialni feSeni, x = (0,0,...,0).
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Gaussova elimina¢ni metoda

Definice 3.4.92: Dvé soustavy o stejném poctu neznamych
(pocCet rovnic nemusi byt stejny), nazyvame ekvivalentni
soustavy, jestlize maji stejnou mnozinu feseni.

Poznamka: Ekvivalentni Upravy soustav jsou analogem
radkové ekvivalentich Uprav matic.

@ Vytvofime rozSifenou matici soustavy A|B.

@ Matici A|B pfevedeme na schodovity tvar.

@ Provéfime existenci feSeni z Frobeniovy véty.
@ Prevedeme matici na Gauss-Jordanayv tvar.
@ UrCime konkrétni tvar feSeni.
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Cramerovo pravidlo

Cramerovo pravidlo se da pouzit pouze pro soustavy matic s
regularni matici soustavy, tj, pro soustavy n linearnich rovnic o n
neznamych, kdy matice soustavy A je Ctvercova a navic |A| # 0.

Véta 3.4.93: Cramerovo pravidlo:

Je-li matice soustavy A - x = B regularni (j. |A| # 0), pak
existuje jediné Feseni soustavy x, pficemz pro jeho sloZky x
(k =1,...,n, kde n je poCet neznamych soustavy) plati

Akl
Xk = o>
Al

kde |Ax| je determinant matice, ktera vznikne z matice A
nahrazenim k-tého sloupce sloupcem pravych stran.
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Cramerovo pravidlo

Cramerova pravidlo - postup
@ Ovéfime, Ze |A| # 0.
@ Urcime jednotlivé determinanty |Ax|.

@ Nalezneme jednotlivé komponenty feSeni dosazenim do
formule z pfedchozi veéty.
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Maticové rovnice

Maticové rovnice jsou rovnice, ve kterych vystupuji matice,
napr.:

A-X =B,
X-A=B,

matice X je hledana neznama matice, A je regularni matice a B
je matice vhodného typu.

Takovéto rovnice mizeme fesit pomoci inverzni matice A", a to
nasobenim dané rovnice matici A~' zprava nebo zleva, dle typu
pocitané maticové rovnice.
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Maticové rovnice

@ Reseni rovnice typu A- X = B
Rovnici nasobime matici A~ zleva, tedy

A-X=B /- A7 zleva
AT A X=A".B
E-X=A"'1.B
X=A".B

@ Reseni rovnice typu X - A= B
Rovnici nasobime matici A~! zprava, tedy

X-A=B /- A7 zprava
X-A-AT=B.A"
X-E=B-A"

X=B A"
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Reseni soustavy linearnich rovnic pomoci

inverzni matice

Poznamka: Soustavu linearnich rovnic A- x = B Ize pro
regularni matici A fesSit jako specialni pfipad maticové rovnice,

x=A"B.

Véta 3.4.94: Je-li matice soustavy A - x = B regularni
(4. |A| # 0), pak existuje jediné Feseni soustavy x,

x=A"1.B.
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Matematika |

Analyticka geometrie
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1. Vektorova algebra
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Vektory

Co je to vektor? Na tuto pomérné zasadni otazku existuje
jednoducha odpovéd. Vektor je prvek vektorového prostoru.
Je tfeba ovSem také fici, co je to vektorovy prostor. Pro nase
Ucely si vystacime s nasledujici definici.

Definice 4.1.95: Vektorovy prostor V' nad mnoZinou realnych
Cisel R je mnozina s operaci scitani + prvkd z V (vektortl) a
vnéjSi nasobeni - vektoru realnym Cislem, pficemz

Yu,v,we V, a,p € R plati:

1. u+v=v+u 5. 1-u=u
2. u+(v+w)=U+v)+w 6. p-(q-uy=(p-q)-u
3. u+0=u 7. (p+q)-u=(p-u)+(qg-u

4. u+(-u)=0 8 p-(u+v)=(p-u)+(p-v)
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Vektory

Poznamka: V mnoziné V existuje neutralni prvek vici scitani,
tzv. nulovy vektor, tj. plati0 + u = u + 0 = wu.

Poznamka: Prikladem vektorovych prostorl nad mnozinou R je
samotna mnozina R, dale kartézsky soucin mnozin reélnych
Cisel se sebou, R" (tzv. aritmeticky vektorovy prostor). My se
pro nase Ucely omezime na vektorovy prostor R3 nad R. Jeho
prvky (usporadané trojice) budeme nazyvat aritmetickeé
vektory, znacime u = (uy, Uo, Us3).
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Vektory

Definice 4.1.96: Linearni kombinaci vektoru
Ui, Uy, ..., U, € Vrozumime vektor
V=Vvily+ Vols+---+ VU, € V, kde vy, vo,... v, € R.

Definice 4.1.97: Rekneme, Ze vektory uy, Uz, ..., u, €V
generuji V, jestlize Ize kazdy vektor z V vyjadrit jako jejich
linearni kombinaci.

Definice 4.1.98: Rekneme, Ze vektory us, Us, ..., u, € V jsou
linearné nezavislé, jestlize plati

Vil + Vol + -+ VU =0 = Vvi=Vo=--=V,=0.

Neplati-li tato podminka, pak jsou vektory linearné zavislé.
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Vektory

Definice 4.1.99: Rekneme, Ze vektory uy, Us, ..., U, € V tvori
bazi vektorového prostoru V, jestlize generuji V a jsou linearné
nezavislé. PoCet vektorl baze se pak nazyva dimenze
vektorového prostoru V, zna¢ime V" nebo dimV = n.

Definice 4.1.100: Necht vektory uq, u», ..., u, € V tvori bazi V.
Pak koeficienty vy, v, ..., v, € R linearni kombinace
V = viUq + Vol + - - - + VU, Se nazyvaji souradnice vektoru v
v bazi uy, Uy, ..., uy; zapisujeme v = (vq, Vo, ..., Vp).

Analytickd geometrie Matematika | 172/212



Vektory - skalarni soucin, velikost vektoru

Definice 4.1.101: Bud V vektorovy prostor nad R. Zobrazeni
-2 V x V — R se nazyva skalarni soucin na V, jestlize pro
kazdé u,v,w < V alibovolné ¢ € R plati:

1. (u+v)-w=u-w+v-w 3. Uu-v=v-u
2. (cu)-v=c(u-v) 4. u#0=u-u>0

Definice 4.1.102: Rekneme, Ze vektory u, v € V jsou na sebe
kolmé, jestlize u - v = 0. Velikosti vektoru u rozumime ¢islo

lu| =+/u-u.

Definice 4.1.103: Rekneme, Ze baze us, u,, ..., u,
vektorového prostoru V je ortonormalni, jestlize vektory baze
jsou jednotkové (jejich velikost je rovna jedné) a navzajem na
sebe kolmé. Odpovidajici souradnice v ortonormaini bazi pak
nazyvame kartézské souradnice.
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Eukleidovsky prostor

Definice 4.1.104: Bud V vektorovy prostor. Afinnim
prostorem nad V rozumime mnozinu A, spoleCné s operaci
sCitani +, ktera libovonému prvku z A a libovolnému vektoru z V
prifadi prvekz A, tj. A+u=B,A Be A, ue V.Prvkim z A
fikdme body.

Definice 4.1.105: Bud' A afinni prostor nad V. Je-lina V

zaveden skalarni soucin, pak se afinni prostor nazyva
Eukleidovsky prostor, £.
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Zakladni pojmy a definice

Omezime se na trojrozmérny Eukleidovsky prostor, ktery
budeme oznacovat £°2 a ztotoZnovat s R3, body £3 znacime

A = [ay, @, a3]. Na R3 existuji riizné algebraické struktury;
struktura vektorového, afinniho a Eukleidovského prostoru, aj.

Poznamka: V trojrozmérném prostoru &3 je kartézsky
souradnicovy systém reprezentovan tfemi vzajemné kolmymi
osami (znaCime x, y, z), které se protinaji v jednom spoleCném
bodé, pocatku soustavy souradnic (zna¢ime O).
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Zakladni pojmy a definice

Poznamka: V &3 zvolime ortonormalni bazi tvofenou vektory
i=(1,0,0),j=(0,1,0)a k = (0,0, 1). Pak kazdy vektor u € &3
bude mit v této bazi vyjadieni u = usi + uj + usk. Cisla

uq, Us, Uz Se nazyvaji kartézské souradnice vektoru u, znacime
u = (uy, U, Us).

Definice 4.1.106: Souradnice bodu A v kartézské soustavé
souradnic je v prostoru trojice realnych Cisel ay, ap, as, které
dostaneme jako vzdalenost pocatku soustavy souradnic a
kolmého priimétu bodu A do odpovidajicich soufadnych os x, y,
z (Oznaceni: A = [ay, @, as] - bod A o soufadnicich ay, a., as).
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Zakladni pojmy a definice

Definice 4.1.107: Necht A = [ay, a>, as3], B = [by, bz, b3] jsou
dva body v prostoru. Orientovanou useckou AB nazveme
useCku s pocate¢nim bodem A a koncovym bodem B.
Geometrickym vektorem rozumime mnozinu vSech souhlasné
orientovanych Usecek téZe velikosti. (Oznaceni vektoru: AB
nebo a, vektor AB je uren jako rozdil soufadnic koncového a
pocate¢niho bodu, AB = B — A).

Definice 4.1.108: Nulovym vektorem nazyvame vektor, jehoz

pocatecni a koncovy bod splyvaji, tedy jeho velikost je rovna
nule. (Oznaceni: 0).
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Zakladni pojmy a definice

Definice 4.1.109: Necht je dana kartézska soustava souradnic
a libovolny bod A = [ay, @, a3] € £°. Polohovym vektorem
nazveme orientovanou usec¢ku OA, O = [0, 0, 0].

Poznamka: Polohovy vektor je tedy télesova Uhlopficka v
kvadru o hranach ay, ao, as.
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Vektory

Véta 4.1.110: Necht jsou dany vektory a = (ay, ap, as),
b = (b1, b, bs). Pak plati
e pro nasobeni vektoru realnym cislem c € R

c-a=(c-ay,Cc-a,cC-as),
e pro rovnost vektort
a=b<s a =by, a=Db, a3 = b,
e pro soucet vektoru
a+b=(a +by,a + b, az+ bs),
e pro rozdil vektoru
a—b=(a—by,a — by, as — bs),
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Skalarni soucin vektoru

Definice 4.1.111: Skalarnim soucinem dvou nenulovych
vektoru a, b (oznaceni: a - b) rozumime ¢islo, pro které plati

a-b=a -b+a- b+ as- bs. J

Poznamka: Jestlize je jeden z vektoru a, b nulovy, pak
a-b=0.

Definice 4.1.112: Necht je dan vektor a = (ay, a., as). Velikosti
vektoru a (oznaceni: |a|) rozumime

&l = Va-a= /a2 + a2 + a2 J
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Skalarni soucin vektoru

Definice 4.1.113: Odchylka dvou vektort a = (ay, ay, as),
b = (b4, bo, bs) je Cislo (Uhel) ¢ € (0, 7) splhujici

a-b=|a||b|cos .

Vlastnosti skalarniho soucinu

@ komutativni zakon:
a-b=>b-a,

@ distributivni zakon:
a-(b+c)=a-b+a-c,

@ kolmost vektorU:
alb<a-b=0.
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Vektorovy soucin vektoru

Definice 4.1.114: Vektorovym souc¢inem dvou nenulovych
vektorll a = (ay, az, as), b = (b1, bo, bg) (0znaceni: a x b)
rozumime vektor c, pro ktery plati

i j k
c=axb=|a a as,
by b> bs

kde i =(1,0,0), j=(0,1,0), k =(0,0,1) jsou zakladni
jednotkové vektory:
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a, ao

b by

a as

b2 bs

Y b

c:axb=<




Vektorovy soucin vektoru

Véta 4.1.115: Méjme dva nenulové vektory a = (a;, a, as),
b = (by, b, bs) a vektor ¢ = a x b, pak plati

@ vektor ¢ je kolmy na vektory a a b, tedy
cla AN clb,
@ pro velikost vektoru ¢
¢l =lax bl =|a| - [b]-sine,

kde ¢ je uhel, ktery sviraji vektory a, b,
@ vektory a, b, ¢ v tomto poradi tvorfi tzv. pravotocCivou trojici.
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Vektorovy soucin vektoru

Véta 4.1.116: Necht jsou dany vektory a = (a1, a, as),

b = (b1, by, bs). Je-li jeden z vektoru a, b nulovy, nebo je-li
vektor a nasobkem vektoru b (fikame, Ze vektory a a b jsou
linearné zavislé) pak

c=axb=o.
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Vektorovy soucin vektoru

Vlastnosti vektorového soucinu
@ antikomutativni zakon:

axb=-bxa,
@ distributivni zakon:
(a+b)xc=axc+bxec,
@ nasobeni realnymi Cisly a, 5 € R:

(a-a)x (B-b)=aB-(axb).
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Vektorovy soucin vektoru

Geometricky vyznam vektorového soucinu

@ Vektorovy soucin je kolmy na rovinu ur€enou vektory a a b.

@ Velikost vektorového soucinu vektoru a, b, tj. |a x b|, udava
obsah rovnobéznika o stranach a a b.

@ Dva nenulové vektory a, b, jsou rovnobézné, prave kdyz
jejich vektorovym soucinem je nulovy vektor.
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Smiseny soucin vektoru

Definice 4.1.117: SmiSenym soucinem tfi vektord
a=(a,ap, a), b= (bi, bz, b3), ¢ = (c1, 2, C3) (0znaceni:
[a, b, ¢]) rozumime Cislo a- (b x ¢), {j.

ay da» as

by b2 bs

Ci G C3

[a,b,c]=a-(bxc)=

Poznamka:

a-(bxc)=(axb)-c=c-(axb)=b-(cxa).
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Smiseny soucin vektoru

Geometricky vyznam smiSeného soucinu
@ Tri vektory a, b,c jsou komplanarni (lezi v jedné roving),
prave kdyz
a-(bxc)=0.
@ Objem V rovnobéznosténu uréeného vektory a, b, ¢ je

dan vztahem
V=l|a(bxc).

@ Objem V ctyrsténu uréeného vektory a, b, ¢ je dan
vztahem

V:%]a-(bxc)\.
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2. Analyticka geometrie v prostoru
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Ptimku Ize jednoznacné urcit dvéma rdznymi body nebo bodem
a vektorem, tzv. uréujicim smérem primKky,

p={AB}, p={AAB}, p={Au}.

Definice 4.2.118: Vektorovou (symbolickou) rovnici pfimky
p = {A, u} nazyvame rovnici

p: X=A+tu, J

bod X € p, u je smérovym vektorem pfimky p, t € R je parametr
primky p.
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Definice 4.2.119: Necht je dan bod A = [a;, &, a;] a smérovy
vektor u = (uy, Up, u3). Parametrickymi rovnicemi primky
p = {A, u} nazveme rovnice:

X = a; + tuy,
p:y:a2+tu2a
Z = az + tus,

bod X = [x,y, z] € p je bod lezici na dané pfimce.
Poznamka: VSimnéme si, ze parametrické rovnice pfimky

dostaneme opét pouhym dosazenim prislusnych soufradnic
daného bodu a vektoru do vektorové rovnice pfimky.
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Vzajemna poloha dvou pfimek v £2

Necht jsou dany dve pfimky p, g o rovnicich:
p:X=A+tu, q:X=B+sv.

RozliSujeme Ctyti typy vzajemnych poloh, vzdy zalezi, co maji
anebo nemaji pfimky spole¢ného:
@ Vzajemna poloha rovnobézna rizna

pllg < maji spoleCny smér, nemaji spoleCny bod
@ Vzajemna poloha totozna

P=q < maji spolecny smér a bod, tzn. vSechny body
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Vzajemna poloha dvou pfimek v £2

@ Vzajemna poloha riznobézna
png ={P} < nemaji spolecny smér, maji spolecny bod
@ Vzajemna poloha mimobézna
pfq < nemaji spolecny smér ani bod

Poznamka: Spole¢nému bodu riznobéznych pfimek se fika
prasecik.
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Vzajemna poloha dvou pfimek v £2

Ke zjisténi konkrétni vzajemné polohy se pouziva klasifikacni
matice. Matici poskladame ze smérovych vektor( a pfidame tzv.
bodovy smér, vektor spojujici uréujici body pfimek. Radky,
které se v matici pfi fadkové ekvivalentnich Upravach anuluiji,
pak indikuji odpovidajici spolecnou vlastnost.

Klasifikacni matice

p:{A= U}, q:{B7 V}7 v
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Rovina v &3

Rovinu Ize jednoznacné urcit ttemi body nelezicimi na téze
primce; dvéma body a smérem ur€ujicim pfimku, ktera témito
body neprochazi; bodem a dvéma nekolinearnimi sméry,

p=1{AB,C}, p={AB,u}, p={Auv}.

Definice 4.2.120: Vektorovou (symbolickou) rovnici roviny
p = {A, u, v} nazyvdme rovnici

p: X=A+tu+sv, J

bod X € p, t, s € R jsou parametry roviny p.
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Rovina v &3

Definice 4.2.121: Necht je dan bod A = [a1, @, as] a smérové
vektory u = (uy, Uz, U3), V = (4, V2, v3). Parametrickymi
rovnicemi roviny p = {A, u, v} nazveme rovnice:

X = ay + tuy + svy,
p:y=a+ tu+ sv,
Z = az+ tuz + svs,

bod X = [x,y, z] € p je bod lezici na dané roviné.

Poznamka: VSimnéme si, Ze parametrické rovnice roviny
dostaneme pouhym dosazenim pfislusnych souradnic danych
bodl a vektor( do vektorové rovnice roviny.

Analyticka geometrie Matematika | 196/212



Rovina urcena bodem a normalovym

vektorem

Definice 4.2.122: Normalovym vektorem roviny p (oznaceni:
n = (a, b, c)) nazyvame vektor kolmy na rovinu p, n L p.

Poznamka: Normalovy vektor roviny p je kolmy na vSechny
vektory této roviny, tedy plati

AX-n=0, bodyA X € p.

RozepiSeme skalarni soucin pro A = [ay, a0, as], X =[x, ¥, Z],
AX=(x—ay,y—a,z—as),n=(a,b,c),

(x—aj)a+(y—a)b+(z—a3)c=0.
Roznasobenim a oznaenim d = —(aa; + ba, + caz) dostdvame
p:ax+by+cz+d=0.
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Rovina urcena bodem a normalovym

vektorem

Definice 4.2.123: Obecnou rovnici roviny p nazyvame rovnici

prax+by+cz+d=0. J
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Rovina urcena bodem a normalovym

vektorem

Definice 4.2.124: Usekovou rovnici roviny p nazyvame
rovnici tvaru

E+Z+E:1,
p q r

kde p, g, r € R predstavuji Useky, které vytina rovina na
souradnych osach.

Poznamka: Rovina dana obecnou rovnici maze mit rizné
polohy vzhledem k soufadnym osam v zavislosti na
koeficientech a, b, ¢, d. Neobsahuje-li rovnice roviny nékterou
proménnou (soufadnici), pak je dana rovina rovnobézna s
prislusnou osou, popfipadé touto osou prochazi.
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Vzajemna poloha pfimky a roviny v £3

Necht je dana pfimka p a rovina p o rovnicich:

p:X=A+tu, p:X=B+kv+Iiw.

RozliSujeme tfi typy vzajemnych poloh, vzdy zalezi, co maji
anebo nemaji objekty spolecného:
@ Vzajemna poloha rovnobézna rizna

pllp < maji spoleCny smér, nemaji spolecny bod
@ Vzajemna poloha pfimka lezi v roviné
pCp < maji spolecny smér a bod, tzn. vSechny body pfi
@ Vzajemna poloha riznobézna
pnp={P} < nemaji spolecny smér, maji spolecny bod

NEEXISTUJE MIMOBEZNA POLOHA PRIMKY A ROVINY V
TROJROZMERNEM PROSTORU!
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Vzajemna poloha pfimky a roviny v £3

Poznamka: Spole¢nému bodu v pfipadé riznobézné polohy
primky a roviny se fika prasecik.

Ke zjisténi konkrétni vzajemné polohy se pouziva klasifikacni
matice. Matici poskladame ze smérovych vektor( a pridame tzv.
bodovy smér, vektor spojujici ur€ujici body pfimky a roviny.
Radky, které se v matici pti fadkové ekvivalentnich pravach
anuluji, pak indikuji odpovidajici spole¢nou vlastnost.

Klasifikacni matice

<

p={Au}, p={B v, w},
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Vzajemna poloha dvou rovin v £3

Necht jsou dany dvé roviny « a 5 o rovnicich:
a:X=A+ku+lv, B:X=B+pu+rv'.
RozliSujeme tfi typy vzajemnych poloh, vzdy zalezi, co maji

anebo nemaji objekty spole¢ného:
@ Vzajemna poloha rovnobézna rizna

al B < maji spoleCné smeéry, nemaji spolecny bod
@ Vzajemna poloha totozna
a=f <& maji spoleCné sméry a bod, tzn. vSechny body

@ Vzajemna poloha riznobézna
anNp=p < maji spoleCny smér, maji spolecny bod

NEEXISTUJE MIMOBEZNA POLOHA DVOU ROVIN V
TROJROZMERNEM PROSTORU!
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Vzajemna poloha dvou rovin v £3

Poznamka: Spolecné prfimce riznobéznych rovin se fika
prusecnice.

Ke zjisténi konkrétni vzajemné polohy se pouziva klasifikacni
matice. Matici poskladame ze smérovych vektor( a pridame tzv.
bodovy smér, vektor spojujici uréujici body rovin. Radky, které
se v matici pfi radkové ekvivalentnich Upravach anuluji, pak
indikuji odpovidajici spolecnou vlastnost.

Klasifikacni matice

< <

o = {A, u) V}, /6 = {87 ul7 V/}’

S S

>
(9]
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Vzdalenost bodu od pfimky v £3

_|ux AM|

d(M7p) |u|

Y

M

d
[\ u

p A X

Vzdalenost bodu M od pfimky p = {A, u} je velikost vektoru MX
kolmého na pfimku p a prochazejiciho bodem M, pficemz X € p
je kolmym pramét bodu M do pfimky p.
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Vzdalenost bodu od roviny v £3

~lamy +bm, + cmg + 4

T
e NE EY: EN

= =

Vzdélenost bodu M = [my, mo, ms] od roviny

p:ax+ by +cz+ d =0 je velikost vektoru MX kolmého na
rovinu p a prochazejiciho bodem M, pficemz X € p je kolmy
pramét bodu M do roviny p.

Analytickd geometrie Matematika | 205/212



Vzdalenost dvou rovnobé&znych rovin v £3

V jedné z rovin zvolime libovolny bod a Ulohu pfevedeme na
hledani vzdalenosti bodu od roviny. Pro vzdalenost dvou rovin
a:ax+by+cz+d =0,5:ax+ by +cz+ do =0 plati

|db — di

b= e
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Odchylka dvou pfimek v £3

u-v|
CoS p = |

—, p €(0,7/2
u Tyl # € 0.7/2)

Odchylku dvou pfimek ur€ime jako odchylku jejich smérovych
vektord.
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Odchylka ptimky od roviny v &3

E—SDT . u-n
Yu\ n cos(%—go):mngo:"—'

ul-|n|

Odchylku pfimky od roviny pfevadime na odchylku pfimku od
normalového smeéru roviny.

Analytickd geometrie Matematika | 208 /212



Odchylka dvou rovin v &3

N Odchylka dvou rovin prechazi
\% n. v odchylku jejich normalovych
ng smérd.

n,-n
COSgo:—| o |
.| - [ng|
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Pricka mimobézek
Definice 4.2.125: Pricka p mimobézek m a n je kazda pfimka
p, kterd obé mimobézky protina.

N

m n

Poznamka: Pricek existuje nekone¢né mnoho. Obvykle se fesi
uloha, kdy hledame p¥icku dvou mimobézek prochazejici danym
bodem nebo rovnobéznou s danym smérem.
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Pricka mimobézek

Naleznéte pricku prochazejici danym bodem P
e m={M m}, n={N,n}
e a={P,M,m}, 5={P,N,n}
e p=anpg

Naleznéte pricku rovhobéznou s danym smérem p
e m={M ,m}, n={N,n}

° a:{M7m7p}16:{N7nap}
ep=ang
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Osa mimobézek

Definice 4.2.126: Osa mimobézek je pricka, ktera je na obé
mimobézky kolma.

Poznamka: Osu hledame stejné jako v pfipadé pricky
rovnobézné s danym smérem. Smeér ovSem musi byt kolmy na
obé pricky a ziskame jej jako vektorovy soucin urCujicich smeér(
obou mimobézek, o = m x n.
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