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Vyreste soustavu rovnic

1’1+2(E2+3.’£3:1
201 + 320 +4x3 =1
1+ 29+ 23 =0.

Reseni:

,»Klasicka“ vyjadrovaci metoda
Hleddme x1, 2, x3 € R, ktera spliuji soustavu tfi rovnic

Ty + 229 +3x3 =1
2!171+3£Z?2+4IE3:1

Ty + a2+ 23 =0.

Vyjadiime-li si (napf.) z prvni z nich (napt.) z; dostdvame x; = 1 — 225 — 3x3. Tento vztah dile
dosadime do zbylych dvou rovnic, tj.

2(1721’2731’3)+3I’2+4£L‘3:1 — 71’2721‘3:71 $2+2$3:1
(1—2%2—3%3)4—%2-’-%3:0 —1'2—21'3:—1 IE2+2.’E3:1.

Takto jsme ze soustavy tii rovnic o tfech neznamych ziskali dvé rovnice o dvou neznamych. Neznamé
x1 byla vyjadienim a dosazenim eliminovdna.

V ,nové“ soustavé jsou vSak obé rovnice stejné, musime tedy vyfesit jednu rovnici o dvou ne-
zndmych, a to xs + 2x3 = 1. V takové feSeni bude bud hodnota x5 zdviset na x3 nebo naopak.
Vyjadireme tedy xo = 1 — 2x3 a v tomto vztahu nahradme x3 parametrem t € R. Obdobné to
provedeme s vyjadfenim z; = 1 — 2x5 — 3x3, do néjz dosadime zo = 1 — 2t a x3 = t a dostaneme
feseni soustavy

$1:71+t, 1'2:172?5, l’gzt, t e R.

Protoze za t mizeme dosadit libovolné redlné ¢islo, mé soustava nekoneéné mnoho rfeSeni. Volbou
t = 0 dostaneme Teseni x1 = —1,20 = 1,23 =0, pro t = 1 je feSenim z1 = 0,20 = —1, 23 = 1.

Gaussova eliminaéni metoda

s vz

Zapisme danou soustavu maticové, a to tak, Zze rovnici z1 + 225 +3x3 = 1 odpovidd fadek 1 2 3 |1
a podobné. Radky v matici s¢itdme ¢i od¢itame s cilem eliminovat neznamé.

Muzeme postupovat naptriklad takto

311 -2 -1 1 2 3 1
411 J+ ~l0 -1 =2/ -1
110 + 0 -1 —-2|-1

Dvé provedené tupravy, odecteni dvojnasobku prvniho fadku od druhého a odecteni prvniho od
tfetiho, z druhé a treti rovnice eliminuji neznamou x1, obdobné jako se to v predchozim postupu
podaftilo dosazenim vyjadieni .
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Po dalsich v apravach, vynasobeni druhého a tretitho fadku —1 a pak jejich odectenim,

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 311
0 -1 —-2|-1 -1 ~|0 -1 =2|-1| |]--1 ~|0 1 2|1
0 -1 -2| -1 :+ 0 O 0 0 0 0 0|0

mame tvar odpovidaji dvéma rovnicim x7 + 2x2 + 3x3 = 1 a 29 + 2x3 = 1, v nichz vsak figuruji t¥i
neznamé.

Soustavu jiz muzeme dofesit volbou parametru nebo ji dale upravovat a situaci si dale zjednodusit

1 2 3|1 + 1 0
01 2|1 j72 ~10 1 2 1
0 0 0/0 0 0 O 0

Samoziejmé nam stale zlistavaji dveé rovnice o tfech neznamych. Kazda z nich vsak obsahuje pouze
dvé z nich. Maji tvar 1 — z3 = —1 a z2 + 23 = 1. Volbou parametru z3 = t € R pak opét
dostavame

r1=—141t x0=1-2t, z3=1t, t € R.

Frobeniova véta

Tlustrujme si na tomto prikladé jesté Frobeniovu vétu, kterd dava do souvislosti hodnost matice
soustavy h(S), hodnost matice rozsffené h(S|r) a existenci FeSenf soustavy.

1 1 2 3 1
1 01 2 1
0 0 O 0 0 0 O 0

Obrézek 1: Hodnosti h(S) a h(S]|r)

Jak je vidét na obr. 1 je h(S) = 2 a také h(S|7‘) = 2, coz znamena, Ze soustava m4 feseni. Protoze
je tato hodnost mensi nez pocet neznamych, tj. 3, bude feSeni zaviset na 3 — 2 parametrech.

Vyreste soustavu rovnic

£C1+2(E2+3.’E3:1
2!171+3ZL’2+4IE3:1
T+ T + 223 = 1.

Reseni:

,»Klasicka“ vyjadrovaci metoda

Opét zacneme ,klasicky“, tj. vyjadrenim a dosazenim. Z prvni rovnice je z1 = 1 — 2z9 — 3x3, a tak
po dosazeni do druhé a treti dostaneme

2(1—2$2—3$3)+3$2+4$3:1 — 2 —4x9 —6x3 + 310 +423=1 To+2x3 =1
(1—23’,‘2—3.’133)4-1‘24-2]}3:1 1—2x5 —3x3+ 29+ 223 =1 To+ax3=0"



Ze soustavy tfi rovnic o tfech neznamych ziskali dvé rovnice o dvou nezndmych, protoze z; bylo
vyjadrenim a dosazenim eliminovdno.

Vyjadrime-li nyni z druhé rovnice x5 = 1 — 2x3 a dosadime do treti dostavame
(1-2z3)+x3=1—23=0 = x3=1.
Znéme-li 3 snadno dopoéitdme xo a 1. ReSeni soustavy je jediné a to

{E1:0, 1'2:—1, 1'3:1.

Gaussova elimina¢éni metoda

Zapiseme si zadanou soustavu maticové a budeme ji upravovat.

1 2 3|1 -2 9-1 1 2 3 1 1 2 3 1
2 3 4|1 J + ~10 -1 —-2|-1 -1 ~[0 -1 —-2|-1
11 21 + 0 -1 -1 0 J + 0 O 1 1
Poledni tadek lze ,precist® jako rovnici 3 = 1 a dosazenim této hodnoty jiz dopocteme x5 a poté

i r1. OvSem muzeme pokracovat dédle v upravach. Po dalsich v tpravach, vynasobeni druhého a
tfettho radku —1 a pak jejich odectenim,

1 2 3|1 + 120—2j+ 1 0 00
0 -1 -2| -1 j+ ~10 =1 0] 1 2 ~|0 -1 0|1] |--1 ~
0 0 1|1 2 4-3 0 0 1] 1 0 0 1)1
1 0 0] 0
~10 1 0]-1
0 0 1|1

Po téchto upravach jiz z posledniho tvaru snadno ,precteme* feseni

{E1:0, $2:71, 173:1.

Frobeniova véta

Z predchoziho postupu a z ilustrace na obr. 2 vidime, ze h(S) = 3 a h(S|7") = 3. Protoze se hodnosti
rovnaji, ma soustava reseni a v tomto feseni je 3 — 3 = 0 parametrii, je tedy jednoznacné.

................................

1 1 2 3 1
-1 0:-1 -2 |-1
1 0 0 1 1

.................

Obrézek 2: Hodnosti h(S) a h(S]|r)

Vyreste soustavu rovnic
T+ 2209+ 323 =1
21’1 +3£E2 +4.’£3 = ].

T + x2 + 3 = 2.



Gaussova eliminacéni metoda

Provedeme pouze Gaussovu elimina¢ni metodu Zapiseme si zadanou soustavu maticové a budeme
ji upravovat.

1 2 3|1 -2 7-1 1 2 3 1 1 2 3 1
2 3 4|1 J+ ~10 -1 -2]-1 -1 ~10 -1 =-2|-1
1 1 1|2 + 0 -1 -2 1 :+ 0 0 0 2

Poledni fadek vsak odpovida rovnici
0-214+0-2940-23=2, = 0=2,

ktera samoziejmé nema feseni a totéz plati o celé soustave.

Frobeniova véta

Obr. 3 ilustruje fakt, ze h(S) = 2 a h(S|r) = 3. Protoze se hodnosti nerovnaji, nemé tato soustava
rovnic reseni.

................................

1 1 2 3 1
-1 0:-1 -2 |-1
0 0 0 2 0 0 0 2

........

Obrézek 3: Hodnosti h(S) a h(S]|r)



