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Kapitola 1

Prace s vektory

Cil:

Cilem kapitoly je seznamit se s pouzitim zakladnich operaci s vektory, a to predevsim
s jejich skalarnim a vektorovym soucinem.

o

O
0

Cas:

Prostudovani kapitoly by vam nemélo zabrat vice nez dvé hodiny.

Predpoklady:

=

K tdspésnému absolvovani je vhodné osvézit si znalosti linearni algebry, praci s ma-
ticemi ¢i vypocet determinanti.

— s
v &
Budete umét: X
e sestavit vektor ze dvou bodi
e spocitat velikost vektoru
e urcit thel, ktery sviraji dva vektory
e nalézt vektor kolmy ke dvéma zadanym vektorim
1.1 Resena uloha
’ ’ . Q":/&V:\\\
Zadani - 1.1: \g\LA\@

Napiste obecnou rovnici roviny trojihelniku A ABC, jehoz vrcholy jsou body A =
[1,2,3], B=[3,1,2]a C = [2,3,1]. Déle spoctéte velikost jeho stran a vnitinich Ghlu.

Stranam ptitadime vektory dané prislusnymi vrcholy. Pro stranu AB to bude vektor
c= B — A, obdobné pro AC mame b = C' — A a konecné a = C — D. Mame tedy tri
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vektory
a=[-1,2,-1], b=[1,1,-2], c=[2,—-1,-1].
Dulezité: .

Soutadnice vektoru urcujeme jako rozdil soutadnic jeho koncového a pocatecniho
bodu.

Protoze jsme vektory sestavili z jejich koncovych bodt, odpovidaji jejich velikosti
délkam téchto (orientovanych) tsecek a tedy i délkam stran trojihelnika AABC'. Uréeme
tedy tyto velikosti

|lall = \/a%jta%—i—a% = \/(—1)2+22+(—1)2 =V1+4+1+1=106,
1Bl = (1)? + (1) + (~2)* = VI+ L+ 4= V6,
lel = V(22 + (=1 + (—1) = VAT 1+ 1 = V6.

— Dulezité: L
Velikost vektoru w = [uy, ug, us), spocteme jako

lull = ui +u3 + u3.

Pro velikost vektoru u zavddime symbol ||lu|.

Z vypoctu vyplyva, ze vSechny strany maji stejnou velikost a ze se tedy jedna o rov-
nostranny trojihelnik.! Odtud mtZeme dale snadno i bez vypoctu urcit velikosti jeho
vnitinich thld. V rovnostranném trojtihelniku jsou vSechny uhly stejné a rovnaji se 60°.

Ovéfme si viak tento fakt také vypoétem. Uhel a je uréen vektory b a . K nalezeni
jeho velikosti proto vyuzijeme skaldrniho soucinu b - c* vektorii b a e:

bc:blcl+b202—|—b303:12+1(—1)+(—2)(—1)22—1—1—223

o Ve, » 1
~ Dailezité: o
Skaldarni soucin vektortu w = [uq, ug, ug] a v = [vy, V9, v3] znacime a pocitame jako
U -V = UV + UsVy + U3V3.

Jde tedy o soucet soucinii odpovidajicich si slozek obou vektorii a jeho vysledkem je
c¢islo, tj. skalar.

1Zamyslime-li se nad vypoc¢tem velikosti vektort a prohlédneme-li si pozorné slozky a,b a ¢, vidime,
ze stacilo pocitat pouze jednou.

2Znadeni u-v s ,teckou* vede k anglickému ndzvu dot product. Pokud piseme a - b, kde a, b jsou &isla
(skaldry), mdme na mysli obvyklé ndsobeni ¢isel.
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3
Poznamka: <\\\7

Ve fyzice je casto potteba zjistit vyslednou silu. Sila mé svou velikost a smér, jde
tedy o vektor F' = [fi, fa, f3]. Chceme-li se vSak pohybovat smérem u = [uq, ug, us,
pak velikost sily F' ptisobici v tomto sméru spocteme jako skalarni soucin F' - u.

Nyni jiz mtzeme pristoupit k vypoctu velikosti thlu «, ke kterému budeme potiebu-
jeme znat skaldrni souc¢in b - ¢ a velikosti ||b|| a ||¢||. Pro cos a totiz plati:

w

b-c 5 S_1 <1> T = 1.0472 = 60°
COSs o = = = - = — . = arccos | — = — = 1. = .
6] ]lc]]  V6v6 6 2 2

Stejné postupujeme v pripadé thla £ a ~:

a-c -3 -3 1 1 2T
cos B = = = — = —— = [ = arccos (—) = — =2.0944 = 120°,
lalllel  v6v6 6 2 2 3
a-b 3 3 1 1 7y
cosy = = = — = - = 3 = arccos () = - =1.0472 = 60°.
lall[B]  V6v6 6 2 2) 3

To je ovsem ve sporu s nasim spravnym predpokladem, ze velikosti vSech thli budou
rovny 60° a také s tim, ze soucet vnitinich thli trojihelnika je roven 180°. Kde visi ten
zakopany pes? Ve volbé vektori a a c. Zatimco prvni z bodu B ,vystupuje®, druhy
do néj ,vstupuje.“ Proto jsme nespocetli velikost thlu 3, aale jeho doplnku do uhlu
pfimého.? Zménime-li u vektoru ¢ znaménko, dostaneme cos 3 = % a [ = 60°, jak jsme
predpokladali.

o Ve Pl '
~ Dailezité: o

Pro thel ¢ dvou nenulovych vektori w, v plati

u-v
cos p = ————.
]| - [l

Protoze cos § = 0 jsou na sebe (nenulové) vektory w,v kolmé, pravé kdyz u - v = 0.

_

K ziskani obecné rovnice roviny p, v niz trojihelnik A ABC' lezi, pouzijeme vektoro-
vého soucinu, jehoz vysledkem je vektor, ktery je na oba nasobené vektory kolmy. Takovy
vektor piislusejici roviné p nazyvame normdlovy vektor. Oznacime-li jej n = |n,, n,, nz} A
pak ma obecnda rovnice roviny p nasledujici tvar:

p:ingT +nyy+n.z +d=0.

Vynasobme tedy vektorové dva z vektoru lezicich v roviné p, napt. b a ¢, tj. spoctéme
n = bx ¢ 5. Postupovat miizeme pomoci vzorce vyuzivajictho determinant s jednotkovymi

3Nakreslete si obrazek :)
4Indexy x,v, z jsou zvoleny pro vétsi ndzornost.
5Znadeni b x ¢ koresponduje s anglickym ndzvem cross product.
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vektory soufadnicovych os, tj. vektort 2, a k, které jsou rovny ¢ = [1,0,0],75 = [0, 1, 0]
ak=1[0,01].

i j ok i ok
nszc=bl bg bg =12 -1 -1 =
Ci Cy C3 1 1 -2
-1 -1 2 —1 2 -1
— (=1 1+1, . 4+ (=1 1+2 4+ (=1 1+3k' —
T I GV M i IV

= (-1 (-2 - (- (-D)i— (2: (-2 = (-1 D)i+ (2 1) = (-1- 1))k =
:3[1,0,0} +3[0,1,0} +3[0,0, 1} - [3,0,0] + [0,3,0] + [0,0,3] - [3,3,3]

o Ve, » | |
— Dnulezité: o __

Vektorovym souc¢inem vektori w = [u, ug, us] a v = [vq, v2, v3] je vektor w = u x v,
ktery je k obéma vektorim w a v kolmy. Spocist jej mizeme podle vzorce

w:[ ]

Nalezli jsme, normdlovy vektor roviny p, tj. n = [3,3,3]. Ze jde o vektor kolmy
k vektoriim b a ¢ si mizeme snadno ovérit pomoci skaldrnich souc¢ini n - b a n - ¢, které
jsou oba rovny 0.

Rovnice roviny p, v niz lezi nas trojihelntik AABC, ma tvar

Uz U3
Va2 U3

Uy Uz
"lug e

U U3

’ U1 U3

y

p:3rx+3y+3z +d=0.

Zbyva urcit koeficient d. Za tim tcelem do rovnice dosadime néktery z bodu roviny,
napt. A, tak dostavame 3-1+3-2+3-3+d = 0, odtud d = —18 konecné rovnici
3r 4+ 3y + 32 — 18 = 0. Vydélenim celé rovnice 3 prevedeme rovnici roviny p do tvaru

prx+y+z —6=0.

Prestoze jiz je ukol splnén, urceme vektorovy soucin, resp. determinant, jesté jednou,
tentokrat bez pouziti Laplaceova rozvoje ale s pomoci prepisu prvnich dvou sloupct.
Namisto soucinu b x ¢ vSak spo¢téme ¢ x b:

5660 006
cxb=]-1 2 =1|-1 2 =[-3,-3,-3]=—(bxc).

2 -1 A2 -1
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Odtud je patrné, ze vektorovy soucin neni komutativni, zalezi na poradi nasobeni. Jeho
zména se projevi zménou znaménka, coz znamena, ze vysledny vektor méa opacny smér.
Samoziejmeé vsak jde stale o vektor kolmy k vektortim b, c. Stejna zustava i jeho velikost
Inll = 38+ ) + (3)° = VO 070 =3V3

I velikost vektorového soucinu b x ¢ miizeme pouzit k urceni velikosti tthlu ¢ sevieného
vektory b a c. Plati totiz ||b x ¢|| = ||b|| ||c/| sin ¢, a odtud mame sin ¢ = 23 = ¥3 4 tedy

V6VE T 2
¢ = 3, coz odpovida 60°.

~ Dailezité: —

Pro thel ¢, ktery sviraji vektory w, v, plati

g = Il
el ol

[[uxv]

Uhel samotny uréime takto ¢ = arcsin lallloll

Na zavér kapitoly si jesté ukazeme jak nalézt vektor, ktery ma stejny smér jako vektor
v, ale jednotkovou velikost, tj. vektornormovany®. K tomu staéi vektor vydélit jeho veli-
kosti. Pro vektor a = [—1,2, —1] to tedy je vektor @, = ~ [~1,2, 1] = {—i 2 -1

v Vo) Vo T Vel
o Ve , !
~ Dilezité: .__
Vektor w,, ktery mé stejny smér jako u a jeho velikost ||u,|| = 1 nazyvame normo-
vany a nelezneme jej jako
1
U, = ——U.
]

1.2 Ulohy k samostatné praci

Uloha:

[_ Vypocitejte vektorovy soucin w = u x v. Zjistéte, jaky thel vektory u, v a w sviraji.

(11)  w=10,2,-1], v=[7,—1,2]. (15) w=[1,-2,-1], v=[1,2,1].
(12) w=[1,2,-1], v=[5-1,0]. (1.6) w=[1,-2,—1], v=][1,—1,5].
(1.3)  w=1[-22,0], v=[32—1]. 1.7 w=[-1,-1,1], v =[-1,2,3].
(1.4) w=1[1,2,-1], v=[1,2,1]. (18)  w=[-1,-1,2], v=[-2,1,3.

6Neplést s vektorem normalovym.
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Uloha:

Naleznéte jednotkovy vektor kolmy k zadanym vektorim w,wv. Spoctéte velikost

uhlu, ktery vektory w, v sviraji.

(1.9) w=1[1,2,3], v=[3,21].
(1.10) uw=10,2,3], v=[3,0,1].
(1.11)  w=1[0,-2,3], v=[2,0,—1].

(112)  w=1[0,-2,2], v =[2,0,—1].

Vysledek tulohy:

(1.13)  w=10,-2,2], v=[2,1,1].
(1.14)  w=10,-3,2], v=[1,-2,1].
(1.15)  w=10,3,2], v =[1,-2,3].
(1.16) u=1[1,3,2], v=11,0,3].
S

Vypocitejte vektorovy soucin w = u x v. Zjistéte, jaky thel vektory uw, v a w sviraji.

(1.1) uxv=[3,-7,—14], ¢ = 104°5'21".
(1.2) u x v = [-1,-5,—11], ¢ = 76°6'8".
(1.3) ux v =[-2,-2,-10], ¢ = 100°53'36".

1.4) uxv=[4,-2,0], p=48°11'23".
%]

Vysledek tlohy:

(1.5) uxv=1[0,-2,4], ¢ = 131°48'37".
(1.6) uxv=[-11,-6,1], ¢ = 99°2'26".
(L.7) uxv=[-5,2,-3], ¢ =72°1"29".

1.8) u xv=[-5—-1,-3 = 40°12'11".
( b b b 90

g

Naleznéte jednotkovy vektor kolmy k zadanym vektorim w,wv. Spoctéte velikost

uhlu, ktery vektory w,v sviraji.

1
1.9) w, = — [—1,2,—1], ¢ = 44°24'55".
(1.9) wn \/6[ I, e

1
(1.10) wp = — [2,9, 6], p = 74°44'42".

1

1.11) w, = —[1,3,2 =1.95207111°50"44".
(1.11) [1,3,2], ¢

2

1
(1.12) wy, = 3 [1,2,2], ¢ = 108°26'6".

(1.13) wn = % —1,1,1], o = 90°.

(1.14) wy, = \/% [1,2,3], ¢ = 25°3'57".
(1.15) wy, = \/% [13,2,-3], ¢ = 90°.
(1.16) wy, = \/% [9,-1,-3], ¢ = 53°43'43".




Kapitola 2

Funkce vice proménnych

Téleso ponorené do tekutiny, kterd je v klidu, je nadlehcovdno silou rovnajici se tize
tekutiny stejného objemu, jako je ponorend cast télesa.

Archimeduv zdkon si v mozna pamatujete jiz ze zakladni skoly. A snad také umite
tento fyzikalni zakon zapsat matematicky:

Fo.=V-p-g,

F,. zde znaci vztlakovou silu, V' je objem ponorené ¢asti, p je hustota kapaliny, do které
je téleso ponorené a g je tihové zrychleni.

Cil: g@

V této kapitole se seznamime s funkci dvou, tii ¢i vice proménnych, nauc¢ime se
urcovat jeji defini¢ni obor. Pro funkeci dvou proménnych sestrojime jeji graf, vrstevnice,
bokorys a narysnu.

Cas: %

Prostudovani kapitoly Vam zabere 3 hodiny.

Predpoklady: ﬁ"

V kapitole vyuzijete znalosti funkce jedné proménné, jejich vlastnosti, defini¢niho
obor, grafu. Upotfebime také soustavy rovnice ¢i nerovnic vice proménnych a za ana-
lytické geometrie rovnice rovinnych utvar, predevsim piimek a kuzelosecek.

Wil

Budete umét: <

e Urcit a graficky znazornit defini¢ni obor funkce dvou nebo tii proménnych
e Vytvorit si predstavu o grafu funkce dvou proménnych

Vyse zminény Archimediv zékon nam tika, ze vztlakova sila tedy zavisi na V,p a g.
Vztlakova sila je funkci V) p a g, coz muzeme zpsat jako F,, = f (V, m, g).

7
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o Ve ’ '
— Dulezité: | J—

Uvazujme neprazdnou mnozinu M C R"™. Funkci n proménnych nazyvame zobrazeni
f M — R. Mnozinu M nazyvame definicnim oborem funkce f a znac¢ime Dy. Oborem
hodnot je mnozina vsech hodnot, kterych funkce nabyva.

Obecné piseme y = f(xl, X2, ..., T, ). Vektor [xl, To, ... ,xn} je nezdvislou promén-
nou, tj. argument, a y je proménna zdvisld, tj. funkcni hodnota.

» NI
—~ Poznamka: S =

Nejvice se budeme zabyvat funkei dvou, proto vyuzijeme predevsim zapis z = f(z,y)
nebo z = f(A), kde A je bod A = {x,y] € R?. Obdobné u = u(x,y, z) Gu= u(A)
pro A = {w,y,z} € R3.

V uvedeném pripadé vztlakové sily mtizeme tedy mluvit o funkeci tii proménnych.
Budeme-li se i nadale drzet naseho ,fyzikalniho“ prikladu, je jasné, ze vsechny nezavislé
proménné nabyvaji nezdpornych hodnot! a stejné tak i velikost vztlakové sily bude neza-
porna. Defini¢ni obor i obor hodnot je zde tedy dan. Neni-li vSak je defini¢ni obor zadan
pak jim rozumime mnozinu, kde existuje funkéni hodnota daného vyrazu.

P1i ur¢ovani definié¢niho oboru funkce vychazime z vlastnosti funkce jedné proménné,
coz ilustruje dalsi feseny priklad 77?7

2.1 Reseni tloha

Zadani - 2.1: \\EA\@

Urcete a zakreslete definiéni obor funkce

flay) =M (1-2? = 42) + 422 +12 - 1.

Argument logaritmické funkce musi byt vzdy kladny, proto vyzadujeme splnéni pod-
minky

1—2% =4y > 0=1> 2"+ 4y°.
Rovnice 1 = 2?2 + 4y je rovnici elipsy se stiedem v poc¢atku, s hlavni poloosou leZici na
ose x. Délka hlavni poloosy je 1 a délky poloosy vedlejsi je % Uvedenou podminku pak
splnuji vsechny body ,uvnitt elipsy.“

Podminka pro y/42% 4+ y? — 1 je obdobna,
4 + P —1>0=4a® +9* > 1.

I zde se jedné o elipsu, tentokrate s hlavni poloosou na ose y. Podminku splnuji vsechny
body ,,vné elipsy.“ Protoze vSak v podmince ptripoustime rovnost, je podminka splnéna
i body samotné elipsy.

Ltézko si predstavit téleso se zdpornym objemem & kapalinu se zdpornou hustotou
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Obr. 2.1: Nacértek definicniho oboru fce

Vyslednym defini¢ni obor je mnozina vsech bodu roviny, ve kterych je splnéna prvni
a zéroven druhd podminka. Na obrazku 2.1 je definiéni obor funkce f(z,y) zvyraznén
cervenou barvou. MnoZinové Dy zapisujeme takto:

Dy = {[,z'.,z/} € RY1 > 2% + 49® AN da® +y* > 1}.

» N
— Poznamka: <\\}ﬁ

Na rozdil od funkce jedné proménné nelze definiéni obor funkce vice proménnych
zapsat jako interval a musime pouzivat mnozinovy zapis. Ve vysledku jsou modre
zvyraznény sloZené-mnozinové zdavorky, zelenc jaké body bereme do tivahy a cervena,
nejdulezitejsi cast, popisuje podminku, kterou musi body splnovat.

— Dulezité: |
Rovnice kuZelosecek:

KruZnice: (z —20)* + (y — 0)” = 12,

kde r je polomér a S = [z, yo] stfed kruznice,

Elipsa: (m_aﬁO)Q + (y_blz"’)z =1,
kde a je velikost hlavni poloosy, b velikost vedlejsi poloosy a S = [z, yo] stfed

elipsy, ohniska hyperboly lezi na ose =,

Elipsa: (y_aZO)Q + (x_bﬁ")Q =1,

kde a je velikost hlavni poloosy, b velikost vedlejsi poloosy a S = [z, yo] stied
elipsy, ohniska hyperboly lezi na ose y,

Hyperbola: (x;"’;o)Z — <y—bgO>2 =1,
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kde a je velikost hlavni poloosy, b velikost vedlejsi poloosy a S = [z, yo] stfed
hyperboly, ohniska hyperboly lezi na ose z,

o) _ (e=ro)® _

Hyperbola:

kde a je velikost hlavni poloosy, b velikost vedlejsi poloosy a S = [z, yo] stfed
hyperboly, ohniska hyperboly lezi na ose v,

Parabola: (z — z0)” = 2p (y — yo),

kde p je parametr a V' = [z, yo| vrchol paraboly, osa paraboly x = xy rovnobézna
s osou Y

Parabola: (y — y0)2 =2p (z — x9),

kde p je parametr a V' = [z, yo] vrchol paraboly, osa paraboly y = yy rovnobézna
S osou .

Urceni oboru hodnot samoziejmé miize byt obtiznéjsi nez v pravé vyteseném prikladé.
Jesté tezsim ukolem vsak je vykresleni grafu funkce. Pro funkci dvou proménnych totiz
jde o trojrozmérnou plochu, pro funkci t¥i proménnych o plochu ¢tyfrozmérnou.

Dulezité:

Grafem funkce n proménnych f(X) = f (x1,x9,...,x,) je mnozina

Gr = {[:pl,mg,...,xn,f(xl,azg,...,xn)] € R”+1|V[m1,x2,...,xn] € Df}.

Bude-li pro nas proménna x predstavovat wvichodni délku, y severni sirku, muzeme
funkéni hodnotu f(z,y) chapat jako nadmorskou vysku. Zustaneme-li u této analogie
a predstavime-li si dale geografickou mapu, jak ji zname z atlasti, uvidime zelené niziny
a hnédé hory, spolu s vrstevnicemi, které spojuji body se stejnou nadmorskou vyskou.

Nésledujici feseny priklad popisuje postup, jak ziskat predstavu o grafu funkce f(z,y).

» ’, _ . Q\; (A
Zadani - 2.2: ;\é\@
Nakreslete graf funkce f(z,y) = 42?4+ y? — 1.

Jde o funkci, kterou jsme jiz vysetfovali v ramci predchoziho feseného prikladu. Zname
tedy jeji defini¢ni obor Dy = {[m, y e R? 1 4a? + 92 — 1> 0} a z obrazku 2.1 vime, Ze jde
o body roviny ,,vné“ elipsy 422 + y? = 1.

K urceni a zakresleni vrstevnic, je tfeba odpovédét na otazku, které body maji stejnou
funk¢ni hodnotu, tj. Fesit rovnici f(x,y) = k pro k € Hy. Protoze jde o odmocninu, bude
zde k > 0. Polozme tedy nejprve k = 0, tak mame 42% + y?> — 1 = 0 resp. 422 + 3% = 1,
coz znamena, ze ,nultou® vrstevnici je ,hrani¢ni“ elipsa defini¢niho oboru.

Zvolme si dale napiiklad k = 2, pak hleddme /422 + y2 — 1 = 2, tedy 422 +1y>—1 =4
tj. 422 +y? = 5 a odsud jiz vidime, Ze i tato vrstevnice mé tvar elispy. Pokud budeme
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postupovat obecné, pak z rovnice /42?2 +y? — 1 = k dojdeme k 422 4+ % = k? + 1, coz
znamen, ze tvar elipsy maji vsechny vrstevnice grafu funkce f(z,y). Na obrazku 2.2 jsou
vrstevnice zaznaceny v grafu funkce a obrézek 2.3 pak ukazuje tyto vrstevnice zakreslené
v roviné zy, pfitom cervena vrstevnice odpovidd hladiné f(z,y) = 0 a modra hladiné

flz,y) =2.

-
o
.,
",
"

— Vaxtspo1 =2
2 i =0

(-
N

Fa

Obr. 2.3: Vrstevnice

— 34y
—

Obr. 2.5: Narysna

Obr. 2.4: Graf f(x,vy)

P1i urcovani vrstevnic jsme ,fixovali“ funkéni hodnotu, pokud si budeme pevné volit
xr =k,€ Rresp. y =k € R pak dostaneme ,narysnu* resp. ,bokorysnu“. To je znazor-
néna na grafech 2.6 a 2.7 resp. obrazcich 2.4 a 2.5, a to pro x = 0 modfie a = = 1 ¢ervené
resp. y = 0 modre a y = 2 Cervene.
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S S ._-Hr’.

Obr. 2.6: Graf f(z,vy)

2.2 Ulohy k samostatné praci

Uloha:

Obr. 2.7: Bokorysna

i

Urcete a zakreslete defini¢ni obor f(z,y), zakreslete vrstevnice.

(21) f(r,y) =In (v —y* +1) (2:5) f(a,y)
(2.2) f(x,y) = arcsin (m2 + 9% — 3) (2.6) f(z,y)
(23) flz,y) =v1-zy 2.7) f(z,y)

T

24) flew) =7

(2.8) f(z,y)

Vysledek tulohy:

=In(l-2x—-3y)

=Inzy
= 4r — y?

_ Jy—1
- X

Urcete a zakreslete defini¢ni obor f(z,y), zakreslete vrstevnice.

2.1) Df:{[a:,y}eRQ\:c>y2—1},
paraboly:c:yQ—‘rek -1, keR.

Dy = {[z,y] € R* | 2< 2’ +y° <4},
(2.2)

kruznice 22 + y? = 3 +sink, k € <_g7 g>

23) Df:{[x,y}eRQ (xEOAySi)\/(:L"<O/\;<y>},

hyperboly zy =k — 1,k € (0,00) ,a piimky z = 0,y = Opro f(z,y) = 1.
Dy ={lz.y) €R?| (22 0Ay<1)V(z<O0Ay>1)},

(2.4)
pifmky = = k2 (1 —y), k € (0,00).
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Dy ={[z,y] €R* | 1-22 -3y >0},

(2.5)
piimky 1 — 2z — 3y =¢*, k € R.

26) Dy ={[z,y] €R* | (2>0Ay>0)V(z<0Ay<0)},
. hyperboly zy = *, k € R.

1
Dy = {[xvy] eER?|z> Zyz},
(2.7) )
paraboly = = Z(y2 + k), k€ (0,00).

Dy ={lr,y] eR’ |[y>1—a, y<z+1, 2£0},

(2.8)
piimky y = k?z + 1, k € (0,00).

13



Kapitola 3

Limita a derivace

Cil: ‘@

Cilem této kapitoly je seznamit se s pojmem limita funkce vice proménnych, spojitost
funkce. A také s parcialni derivaci funkce vice proménnych.

éas:

K prostudovan kapitoly si vyhradte 4 hodiny.

Predpoklady: ﬁ_\!

K snadnéjsimu uchopeni novych pojmi si pripomente vlastnosti funkei jedné pro-
ménné, definici limity a postup jejiho vypoctu. Déle pak je vhodné osvézit pojem
derivace funkce jedné proménné.

Wil

- @
Budete umét: “X
e vypocitat limitu funkce dvou proménnych

e zodpoveédét otazku, kdy je funkce dvou proménnych spojita

V kapitole 2 jsme definovali a vysetrovali funkce dvou proménnych, urcovali jejich
defini¢ni obory a odhadovali, jak vypada jejich graf. V pripadé, ze bod patii do defini¢niho
oboru, staci jej dosadit do funkéniho predpisu a tak ziskat odpovidajici funkéni hodnotu.
Co se vsak stane, kdyz bod defini¢cnimu oboru nepatii? Na prvni pohled se takova otazka
muze jevit jako nesmyslnd, je-li vsak vysSetfovany bod definicnimu oboru ,dostate¢né
blizko“, bylo by dobré mit nastroj, ktery by pomohl odhadnout chovani funkce. Takovym
nastrojem je limita funkce.

Dulezité: .

( Limita je ¢iselnd hodnota, ke které se blizi funkéni hodnoty, kdyz se hodnoty argq

14
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mentu priblizuji k danému bodu (ktery do Dy patfit nemusi). Zapisujeme:

lim  f(z,y) =a

[z,y]—[z0,y0]

Jak lze pri vypoctu limity funkce postupovat si nejlépe ukazeme na ilustracnim pri-
kladu.

3.1 ReSeni tloha

—\h\
— Zadani - 3.1: @&T
Spoctéte limity:
2 _ .2 2 .2 2 2
im u, im uy m LY
[ryl=1,-1] 23 — 3" [yl a3 —y3 [zy—=[0,0] 23 — y3
o y

4 Vv 7’ Ve v .V e 2— 2 . Ve
Neni tézké urcit, ze definiénim oborem funkce f (x,y) = %, je mnozina

D(f) = {lz,y) e R |z # y}.

Bod [1, —1] tedy definiénimu oboru patii a proto lze prvni z limit vyfesit pouhym
dosazenim, tj.
22 —yr 12— (-1) 1-1 0

lim = = =_—=0.
pyl=l-1a? —y? 18— (=1)° 1—(-1) 2

Body [1,1] a [0,0] vSak definiénimu oboru nepatii, s pouhym dosazenim si tu nevy-
stacime. Pokud se o néj presto pokusime dostavame f(1,1) = g resp. f(0,0) = %, tedy
neurcity vyraz.

Provedeme-li vsak nékolik drobnych algebraickych tprav, situace se miize zjednodusit.
Zacnéme limitou v bodeé [1, 1]

-y 1 =gty T4y 2

lim —~— = lim = 1 L —
o 2% — g3 eyl (=) (@2 + 2y +y?) eyl 2 +zy+y? 3

Do tvaru, ktery jsme takto obdrzeli, jiz mtizeme dosadit, a limita je spoctena.
Vypocet jsme opreli o nasledujici fakt:

— Dulezité: -_
Jestlize pro funkece f(x,y) a g(x,y) plati f(z,y) = g(z,y) pro vSechna [z, y| # [xo, Yo
z urcitého d-okoli bodu [xg, o] a mé-li funkce g(x,y) v bodé [xg, yo] limitu A, pak ma

také funkce f(z,y) v tomto bodé limitu rovnu A.
Rikame, Ze funkce f(x,y) ma v bodé [z, yo] odstranitelnou nespojitost.
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Bohuzel pouziti stejné tpravy také v poslednim piikladé, pro bod [0, 0], k vysledku
nevede.
A T . T4y 0
lim ——= lm ———F—=—.
[ey=0.0] 23 —y?  [wyl=00 22 + a2y +y* 0
Stale totiz dostavame neurcity vyraz ,,g“.

Nez se pokusime ,urcit“ tento neurcity vyraz, pripomenme si néco z vlastnosti a vy-
pocetnich postupii limit funkce jedné proménné.

V pripadé aljl_I)Illlf () je mozné se k bodu a ,blizit* pouze po ose z, a to bud zleva
nebo zprava. Pokud jsme dokazali urcit limitu zprava mlirg f(z) izleva xlirg f(z) a tyto
se rovnaly, pak jsme meéli urcéenou ,celou® limitu. V pripadé nerovnosti ,levé* a ,pravé®
limity jsme konstatovali, Ze limita glglg}t f (z) neexistuje.

Zkusme si touto analogii pomoci i u limity funkce dvou proménnych. Drobnou zménou
zde je, ze sméru a ,cest®, kterymi se miizeme k bodu, v némz limitu hledame, ,,priplizit*“
je nekonecné mnoho. To je samoziejmé vyhodou i nevyhodou zaroven.

Ze vsech ,cest® si muzeme libovolné vybrat takové, se kterymi se nam bude dobfe pra-
covat. Dojdeme-li pro dvé rtzné ,cesty“ k riaznym vysledki mizeme prohlasit, ze limita
neexistuje. Ovsem pozor! Dojdeme-li pro dvé rizné ,cesty“ ke stejnym vysledkiim, ne-
musi to znamenat, Ze jsme limitu nalezli, nebof miize existovat dalsi ,,cesta® s vysledkem
jinym.

Ted se vsak jiz vratme k nasemu ptikladu a zvolme si vhodnou cestu. Budeme se
k bodu [0,0] blizit po ose z, kterou lze zapsat rovnici y = 0. Diky této volbé muzeme
vysettovany vyraz dale zjednodusit, a to nasledovneé:

z? — g . T+y . z+0 oz 1
im ——= 1 ———— = lim = lim — = lim —.
eyl =000 23 — Y3 [zyl=[00] 22 + 2y +y*  [eyl=00 22+ 20402 22022 250
O posledni limité jiz lze Fict, Ze neexistuje, protoze je lim * = oo a lim 1 = —oco. Stejny
s s z—0+ T z—0— *
zaver je platny i pro  lim 5=%.
19 PREY I PIO L o 7=
Diilezité: .
[_ Limita ,zleva®“ se nerovna limité ,zprava“, proto limita neexistuje. _]

Prestoze jsme jiz zjistili, ze [ I]m% } neexistuje, ukazme si jesté jeden z mozny postupt.
z,y|—[0,0

Predstavme si, ze se bodu [0, 0] chceme ptiblizit po primce. Piimku prochazejici poc¢atkem,
lze zapsat (napiiklad) jako y = kz a odtud psat

im LY o EHY o wthe
y=00 23 — Y3 [wyl=00 22+ 2y +y2 o022 + 1 -k + (k)2
z(1+ k) . 1+k

o0 22(1+ k+k2) o0 z(l + k + k)

Odtud vidime, ze vysledek limity zavisi na koeficientu k, tj. zavisi na zvolené cesté,
coz je dalsim argumentem ukazujicim na neexistenci hledané limity.
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”, N
Poznamka: /\\

Primky prochézejici pocatkem jsme popsali rovnici y = kx y = kz. Pro osu x je
koeficient £k = 0. Osa y v takovém tvaru zapsat nejde, pisSeme pro ni z = 0 nebo
pouzijeme parametricky tvar rovnice primky.

Obr. 3.1: Graf f(z,vy) Obr. 3.2: Vrstevnice

Na obrazku 3.1 resp. 3.2 je zobrazen graf funkce resp. jeho vrstevnice, na obou je
cervené zvyraznéna piimka y = x, na niz lezi body nepatiici do Dy. Svisla cervena
primka je ,reakci“ vykreslovactho programu na neexistenci limity v bodé [0, 0]. Jak bylo
vypoctem ukdzano, hodnoty ,z jedné strany“ se blizi —oco (v grafu modie) a ,ze strany

druhé® se blizi co (v grafu cervend).!
2 2

Naproti tomu v bodech [a, a], v nichZ a # 0, limita existuje?, pricemz plati [ l}info ) ;S:zg =
x7y % b
2

5. @ tuto hodnotu program pouziva.

— Dulezité: |

P1i vypoctu limity mohou nastat tyto moznosti:
e limita existuje jako funkéni hodnota = funkce je v bodé spojita
e limita existuje jako funkéni hodnota upraveného vyrazu = funkce ma v bodé
odstranitelnou nespojitost
e limita neexistuje = funkce méa v bodé neodstranitelnou nespojitost

Aparat limit matematika pouziva v mnohem vétsi mite a vice nez jen k odhadu funkéni
hodnoty v ,,problémovych bodech®“. A to si ukdzeme v dalsim Feseném prikladu.

s vykreslenim samotného nekonec¢na je maji programy obecné dost problémt a i proto je zde graf
suseknut“ jiz na hladiné 1.5.
2dtikaz a vypocet ponechdn laskavému ¢tendii jako cviceni
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Zadani - 3.2: \2&)

Jaké hodnoty nabyva funkce f(x,y) = z* + y* v bodé A = [1,—1]? Jak se tato
hodnota zméni, kdyz argument x zvétsime resp. zmensime o 3,2 a 1?7

Odpovéd na prvni otdzku se trividlni®, dosazenim argumentu do funkéniho pfedpisu
dostavame f(1,—1) =12+ (—-1)? = 2.

Odpovéd na dalsi otazky shrneme v tabulce 3.1, v niz Ax znaci o kolik argument
xr ménime a Af znaci o kolik se zménila funkéni hodnota. V prvnim radku vidime, ze
kdyz k  pfiddme —3, zméni se funkéni hodnota o 3. Poéitame totiz f (1 + (—3),—1) =
f(=2,—-1) = (=2)* + (—1)? =5, coz je o 3 vice nez ptuvodnich f(1,—1) = 2.

Z tabulky vidime, ze velka zména miize, ale nemusi, vyvolat velkou zménu, zZe zmenseni
argumentu nemusi nutné znamenat zmenseni funkéni hodnoty. To neni nic prekvapujiciho,
podobné jevy se objevovaly jiz u funkce jedné proménné, kde se v této souvislosti hovorilo
o (ne)rostouci ¢i (ne)klesajici funkei.

Tabulka 3.1 je doplnéna jesté o jeden sloupec, v némz sledujeme podil %. Opustme
na chvili ,ptrisnou” a presnou matematiku a vnimejme funkci, resp. jeji graf, jako zvlnény
reliéf krajiny s nadmotskou vyskou f(z,y) a Az jako pocet kroki/metri/mil v daném,
x-ovém, sméru. Pak Af znac¢i pocet vyskovych kroki/metri/mil a podil % je prumdérnd,
vyska jednoho kroku. Podivame-li se tedy do posledniho sloupce tabulky 3.1, méli bychom
se 0 nasi krajiné/funkci néco dovédét.

Bohuzel informace, kterou ziskavime neni moc uziteénd, a to protoze nase kroky
jsou prilis velké. Naptiklad posledni tadek tiké, Ze jsme se posunuli o tii x-ové kroky
a vystoupali 15 vyskovych, coz znaci, ze jeden krok nas vynesl o 5. Z tabulky vsak také
vidime, Ze nas prvni krok prinesl jen 3 vyskové a krok posledni 7.

Ax Af % Ax  Af % Ax Af %
-3 3 -1 -0.3 -0.51 1.7 -0.03 -0.0591 1.97
-2 0 0 -0.2 -0.36 1.8 -0.02 -0.0396 1.98
-1 -1 1 -0.1 -0.19 1.9 -0.01 -0.0199 1.99
0 0o 3 0 0 2 0 0 2
1 3 3 0.1 021 21 0.01  0.0201 2.01
2 8 4 0.2 044 22 0.02  0.0404 2.02
3 15 5 0.3 069 2.3 0.03  0.0609 2.03
Tabulka 3.1: Tabulka 3.2: Tabulka 3.3:
A:-3,...,3 A:—-0.3,...,0.3 A:—0.03,...,0.03

Je-li tato informace ,neuzitecna® z divodu velké délky, musime kroky zkratit. V ta-
bulce 3.2 resp. 3.3 postupujeme po krocich 0.1 resp. 0.01 ve sméru osy z. Stejné jako
v tabulce 3.1 je v uprostied poslednich sloupce neurcity vyraz 8, ovsem jinak zde lze
vypozorovat, ze ostatni hodnoty podilu jsou blizké ¢islu 2.

31 kdyZ i zde se d4 udélat chyba. Pozor na znaménka!
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Kroky se zmensuji, jejich délka se blizi nule. Hodnoty podilu se blizi. Neurcity vyraz
%. Ano limita.
Vysettujeme podil %, v némz Af znaci o kolik se zméni funkéni hodnota, kdyz se
argument x zméni o Az, popisme jej tedy presnéji a obecnéji, tj. nejen pro bod [1, —1],
a pro libovolny [z,y] € Dy. A pfidejme i zminénou limitu.

(x + Az)? + y?) — (2% + 3?) 22 + 2zAx + (Az)? + 9% — 2% — 92

AE:IEO Ax B Alalcrilo Ax B
2xA Az)? X1 A
lim 22 T+ (A7) zlimwzhm r+ Azr = 2x.
Az—0 Ax Az—0 IXT Az—0
Dosadime-li do vysledku x = 1 dostdavame opravdu 2, které byly blizké tabulkové
hodnoty podilu %. Tento vysledek muzeme ,prelozit“ tak, ze velikost zmény x, tj. Ax

mé za nasledek zménu funkéni hodnoty Af o velikosti 2Az. To vse vsak plati pokud
vychozi pozici je x = 1 a, jak je z tabulek patrné, pouze pro ,ne moc velké“ Ax.

\ /

250
201
154

| S

o0&k

18 10 os 05 10 18

Obr. 3.3: Graf f(x,y) s te¢nou Obr. 3.4: Bokorysna

Na obrazku 3.3 je graf funkce f(x,y) = 2%+ y? spolu s te¢nou. Obrézek 3.4 je pohled
na celou situaci v bokorysné pro y = —1, v niz plati f(z,y) = f(z,—1) = 2* + 1.
Obdobné bychom ukazali, Ze i ostatni bokorysny a narysny maji tvar parabol. Grafem
funkce f(z,y) je rotacni paraboloid.

Poznamenejme, ze spoctena limita je v matematice natolik dilezita, ze si zaslouzi
vlastni jméno. Jde o parcidlni derivaci funkce. Parcidlni zde znac¢i ,cCastecnou” v tom
smyslu, ze funkce je derivovana pouze podle jedné z proménnych.

o Ve, » | |
— Dnulezité: L J.

Parcidlni derivaci funkce f(z,y) podle z, resp. podle y, nazyvame limitu

of _ oy fetbey) = flry) - Of . floy+Ay) = [flay)
or  Az—0 Az ’ P- Oy  Ay—0 Ay

Parcidlng derivact funkce f(x,y) podle x v bodé A = [z, yo| € Dy je limita

Z<A) = gi(ﬂco,yo) = lim f(zo + Az),y0) — f(0, o)

Az—0 Az
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Obdobné definujeme parcialni derivace podle y ¢i parcidlni derivace funkei vice pro-
ménnych.

Vypoctu a pouziti parcialnich derivaci se budeme dale vénovat v nasledujicich kapito-
lach. Pritom vSak nebudeme uzivat definéni limity, ale vzorce pro derivace elementarnich
funkei.

3.2 Ulohy k samostatné praci

Uloha:
( Vypocitejte limitu.

xt — gt 22y + 3xy + 2y
3.1 im —. 3.5 lim _—
3.1) [z,y]—[2,2] 22 — y? (3.5) [2,y]—[-2,0] :c?ygf 4y
2y —xyd +1 . z+y
2 -7 77 - 3.6 lim .
(3:2) [m,y]lghg] (x —y)3 (3.6) [ey]—[1,2] Y — 552
(3.3) lim L% (3.7) lim 2V
[z,y]—10,0] 3= + Y [w7y]—>[07g} Zé/ - 3?2 )
. —x°—4 4
(3.4) : lim g . (3.8) lim Y — - y7+
z,y]—[0,00 T — y [zy]—=[2,-1] 2y —2y+2x—2
Uloha:
[_ Dle definice spoctéte derivaci f(z,vy).
of 2T of
.2 Y9 _ s 9]
y Of T 2 af
3.10) f(z,y) =2, =L 14 1 (E_p 95
10) f@g) =2, 5! 310 fea=1-(5-0) o
Y of 3 of
A1 ==, = . — — Z
(311 flzy) ="~ o= (3.15) f(z,y,2) =22 —3yz", >
of 22 of
3.12 =3zy?, - 3.16 = =
(3.12) f(x,y) = 3zy~, By (3.16) f (z,y,2) T EIT 0.

=

Vysledek tlohy:

Vypocitejte limitu.

(3.1) 8, (3.4) neexistuje. (3.6) 9,

(3.2) 5, 1 (3.7) neexistuje,
3.5) —

(3.3) neexistuje. (3:5) 4 (3.8) —8,
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Vysledek tlohy:

Dle definice spoctéte derivaci f(z,vy).

of

(3.9) == =-2y,

310) 2L L
9y y

(3.11) o=

of -y
x 22’

of
3.12) — =6
( )ay zy,
(3.13) g:i
T
of 5
14) — = =
(B14) 2= =v" — 5,

2

of o 2
(3.15) 5 = 9yz~,
(3.16) af 2z

8z x2+y2+1’



Kapitola 4

Diferencialni pocet funkci vice
promeénnych

tec¢na rovina, diferencial, Taylorav
polynom

V kapitole 3 jsme pomoci limit definovali parcidlni derivace funkce vice proménnych a jen

Vv

nebot, jak jsme si v kapitole 2 ukazali, je grafem funkce f(z,y) trojrozmérna plocha.

Cil: g@

V této kapitole se podrobnéji seznamime a nauc¢ime pracovat s parcialnimi deriva-
cemi funkce vice proménnych, a to i derivacemi vyssich radt. Vyuzijeme jich k urceni
totalniho diferencialu, vypoctu tecné roviny, normaly a Taylorova polynomu. Pti¢emz
si ukdzeme i jejich vyuziti.

Cas:

Kapitola je obsahlejsi a bude na ni v dalsim hodné odkazovano, jeji peclivé prostu-
dovani zabere 5 hodin.

Predpoklady:

Poznatky diferencialniho poctu rozvijeji jeho teorii pro funkei jedné proménné. Zopa-
kujte si derivaci funkce jedné proménné, geometricky vyznam derivace funkce v bodeé.
Postup urceni tecny grafu funkce, vypocet totalniho diferencialu a Taylorova polynomu.

Nez pristoupime k fesenému prikladu 4.1, v némz ke grafu funkce sestrojime te¢nou
rovinu, pripomeneme si nékteré ze vzorcl pro vypocet derivaci. Vypocet pomoci defini¢ni
limity, viz str. 3.1, by byl prinejmensim zdlouhavy. Zopakujeme si vzorce pro derivace
funkce jedné proménné. A to nejdrive derivace elementarnich funkci a poté i pravidla

22
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derivovani.

— Dulezité: |
Derivace elementarnich funkci
d =0, ceR,c konst.,
=1, r €R, (z") =na" 1, x> 0neRn# -1,

[
(€®) = ¢, x € R, e Eulerovo &slo, (a*) =a"Ina, x € R,a > 0, a konst.,

I 1
(lna:)’:%, xER,$>O, (logaév) ~ zlna’ $€7é]1§7a>koa )
a , a konst.,
. !
(smx) =CcosT, T € R7 (COSZ‘)/ = —Sinx, T & R,

(tga) = oy v # 2k +1)5,k € Z, (cotgn) = ——%—, v # kn,k € Z,

Sll’l x

(arcsinz)’ = \/17, z € (-1,1), (arccosx) = —ﬁ, x e (—1,1),
(arctgz) = 12, = € R, (arccotg ) = =7, = € R,

V nésledujicich vzorcich zna¢i f(x) resp. g(x) funkci jedné proménné a f’(x) resp.
g'(z) jeji derivaci dle x a dale o, 5 € R jsou konstanty.

o Ve 4 '
— Dulezité: °__

+ (@f() £ 5ya)) = af (W) £ 5ga), o (1) - Lo ) 40,

g(z g%(z) ’

o (f(@)g(@) = f'(@)g(x) + f(@)g'(2), o (flg(x) = F(g(x)g ().

4.1 ReSené ulohy

B
Zadani - 4.1: \@\&9
( K funkci f(x,y, z) = /22 — yz? spoctéte nésledujici derivace g£ a aajgz

Jak jiz bylo zminéno v kapitole 3, str. 19, % znaci parciadlni derivaci funkce f podle

r. V prlpade Jde o druhou parcidlni derivaci, pricemz nejprve derivujeme podle x
a poté podle z Derlvace lze zapsat pomoci limit:
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— Poznambka:

Parcidlni derivace 2L a 21 funkce f(z,y) jsou limity

oz dx0z
of _ y, fletiny) -~ flz.y)
or  Az—0 Az ’
f _0(8) . Fwye+a)-Laye)
Ordz 0z Az -0 Az :

Ovsem zde budeme derivovat s pomoci vyse uvedenych vzorci. Nejprve si, pro vétsi
nazornost, funkci obarvime a rozebereme x+/2x — yz2. Tak si spiSe vSimneme, Ze se jednd
o soudin funkce u(z,y,z) = x a funkce v(z,y,2) = 2z —yz?, coz je funkce slozena.
Nejprve proto vyuzijeme soucinovy vzorec:

of  ou(x,y,2) ov(x,y,z) O O 2x — y2?
== (.1, 2) D2 o — a2 4 OVEE T Y
5= o V@ w ) Fulay ) TR = Gy — e m

o2z — 122
= 14/2x — yz2 g VYR

ox
K derivaci w pouzijeme vzorec pro derivaci slozené funkce:
ov(x,y, 2) _ 0 2x — y2? _ d(2x — y22)2 _ —(Qx B yzQ)ié 02z — yz? _
Ox Ox 1 ox , 2 Ox
= —(2$ —yzz)_5 (882; — 8(;/; ) =
= —(Qx - yzQ)_% (2-0) = le——yzQ

Zkombinujme oba mezivysledky a mame hledanou derivaci 2L:

oz

Dalsi tikolem je vypocet tzv. smisené derivace 68 52> proto budeme dale derivovat, a to

y22

ch podle z.
0 f 3(%) (W"‘ W) 8((2x—y22)§ +x(2x—yzz)—§>
0rdz 0z O = 5, =
020 —y2?)s  Or(2w—y?) s O —y?)s 92w —y?)
- 82 + 8z = (9,2 +x 8,2 =
0

:;@x_wa;@gj””_;@x_wgfa@S;M”:
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_ 1 2\ 5 1 2\ 3 —
= 5(2:1:—3/2 ) 2 - (—2yz) —5(295—3/2 ) 2 - (—2yz) =
I yz .

V2 —yz® \/(29: — y22)°

» N
— Poznamka: /\\ -

Hlavni zménou oproti derivaci funkce jedné proménné je samoziejmé vyskyt vice
proménnych. Ovsem staci na paméti, ze derivace popisuje zménu zdvislé proménné
v zdvislosti na promenné nezdvislé. Jak jsme vidéli vyse, odpovida na otazku ,Jak se
zméni cervena cast funkce, kdyz se zméni ¢ast modra?“ Pokud vsak c¢ervena na modré
casti nijak nezavisi, pak se cervena nezméni viibec. To znamena, ze tato zména je
nulova a i odpovidajici derivace je nulova.

Napf. proménna y se v zavislosti na x neméni, tj. chova se jako konstanta a % =0.

Pted dalsim postupem doporucujeme ¢tenari vyuzit prikladi na str. 4.2 procviceni si
postupt pri derivovani.
Nyni ptistoupime k ukazce vyuziti parcidlnich derivaci funkce k urceni tecné roviny.

(A
— Zadani - 4.2: \@&,}H
Odhadnéte hodnotu funkce f(x,y) v bodé A:

1 3
f@wzn@;+g, A=[3.1,-009].

. I

K odhadu funkéni hodnoty vyuzijeme tecné roviny 7 ke grafu funkce ve vhodné zvo-
leném bodé. Obecné rovnice roviny ma totiz tvar

Tiax+by+cz +d=0,

kde a, b, ¢, d jsou realné koeficienty. Vyjadiime-li si z této rovnice z a budeme-li na tento
zépis pohlizet jako na defini¢ni predpis funkce z(x,y), pak k uréeni hodnoty této funkce
potfebujeme pouze zakladni aritmetické operace. Plati totiz:
—ar — by —d
z =z(z,y) = ———.
c
Dale plati, Ze teénd rovina 7 a graf funkce maji spolecny bod dotyku a v jeho okoli
muzeme funkci f(z,y) pomoci tetné roviny aproximovat.
Napred si vsak pripomenme si jeden ze ,vzorcu“ pro vypocet tecny ¢ k funkci g(z)
v bodé a,

t:y=g(a)(z—a)+gla)

'Dalsi ptipadné algebraické ipravy jsou ponechany jako cviceni laskavému étendfi.
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Na obrdzku ?? je graf g(x) = x® s te¢nou v bodé a = 1, a to s jeho ,postupnym
vyvojem“. V prvni fazi mame parabolu z? a pifmku 2. V druhé ¢len x —a = x — 1
,posune® piimku z do bodu a = 1, ve kterém tecnu hleddme. Hodnota ¢'(a) = ¢'(1) = 2
posunutou primku nakloni podle ,rychlosti paraboly v bodé a = 1“. V poslednim kroku
pripoc¢teni funkéni hodnoty g(a) = ¢g(1) = 1 posunutou a naklonénou piimku zvedne tak,
aby se dotknula grafu.

2 2

—_— -1 — Z{x-1)+1

Obr. 4.1: Graf g(z) = 2% s tecnou v a = 1

Jak je vidét z posledni ¢asti obrdzku 4.1 tak v okoli bodu dotyku grafy funkce z?
a tecny 2z — 1 splyvaji, takze lze te¢ny vyuzit k odhadu funkéni hodnoty. Napt. f(1.1) =
1.12 = 1.21, pfi¢emz odhad pomoci te¢ny dava 2 - 1.1 — 1 = 1.2. V piipadé funkce 22 je
pouziti tecny zbytecné slozitym postupem, ovsem u komplikovanéjsich funkei se jiz jejich
nahrazeni linearni funkci muze vyplatit.

V piipadé, Ze hleddme te¢nou rovinu 7 k funkei f(z,y) v bodé T' = [Tx, Ty} , pouzivame
vzorec, ktery vypada podobné jako vzorec pouzity pro vypocet tecny.

_ Dulezité: .

-
Tecnd rovina 7 k funkei f(z,y) v bodé T = [Tz, Ty}

roam %) (x_Tm)Jrg?];(T) (v—1,) + £(T).

.

Zjednodusené si lze predstavovat, Ze rovinu z = x 4+ y ¢leny v — T, a y — T}, ji upravi
a ,posunou pod bod dotyku“, dostaneme z = (x — T},) + (y — T},). Nasobeni hodnotou
parcidlnich derivaci v bode T, tj. %(T) a ng(T) ,posunutou” rovinu spravné nakloni.
A kone¢né pfidani funk¢ni hodnoty f(T) = f(1,,T,) posunutou a naklonénou rovinu
,prilozi“ k grafu funkce.

Protoze jiz zndme vzorec, mizeme se vratit k nasemu tkolu. Ptimé dosazeni bodu

A =[31,-09] do f(z,y) = m@;ﬁ, se zcela jisté nedd zvladnout jen s pomoci s¢itani,
odcitani, nasobeni a déleni. Pouziti odhadu pomoci te¢né roviny si s témito algebraickymi
operacemi vystaci.

Zvolme si tedy vhodny bod T, v némz teénou rovinu spoc¢teme. Nemél by ,lezet
daleko“ od bodu A a také by mél byt snadno ,dosaditelny“ do f(x,y). Takovym bodem
je v nasem piipadé bod T = [3, —1].
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Spoctéme si nejprve funkéni hodnotu f (T) a hodnoty %(T) resp. gTJ; (T)

1n(3-(—1)3+4) CIn(1)

F(T) = (Lo, T,) = f(3.-1) = = _ g,
oy o) doyta? —In (wy? +4) - 20
or T T or ($2)2
of s (- ~In(3-(=1)*+4)-2:3 9 1
(7)= (32 T
o _ 0 (Z:SH) i 3oy a? — In (2y® +4) - 0 32
or — oy (22)? = 2y 1 4
3-(—1)? 3
alT) - 3(3- (£1>3)+ 53 Y

Takto dostavame rovnici roviny 7 ve tvaru z = —g(z — 3) + 1(y + 1) + 0 = 0, ktery
muzeme vynasobenim —9 a drobnou tpravou prevést do tvaru

T:2—99+92—-12=0.

K pozadovanému odhadu funkéni hodnoty vsak pouzijeme prvni tvar, protoze do
takového tvaru se bod A = [3.1, —0.9] bude dosazovat nejlépe. Mame tedy

z:—;(:c—?))—l—l(y—l—l) s z(a:,y):—;(x—fi)—i—(y—i—l)
2(3.1,-0.9) = —;(3.1 —3)+(=09+1) = —;(0.1) 4 (0.1)=0.1 (—; + 1) —
1 s 8 4

=10°9-90 " 15 = 0.088888... .

Dodejme jesté, ze ,,presnd“ hodnota f(3.1, —0.9) spoctend kalkulatorem je 0.0576423,
chyba naseho odhadu tedy je cca 0.03.

Na obrézku 4.2 je graf funkce f(z,y), a to jak tetnd rovina 7 ,piiléhd“ k tomuto
grafu v okolf bodu A (zvyraznén Cervené) je znazornéno na obrazku 4.3.3

V obrazku 4.3 je zakreslena také normala. Proto nez ptiklad opustime, zapiSeme i jeji
rovnici. Pripomenme si, ze koeficienty a, b, ¢ z obecné rovnice roviny jsou také koeficienty
normalového vektoru n dané roviny, tj. n = [a, b, c|.

V piipadé, Ze jde o teénou rovinu k funkei f(z,y) v bodé T = [Tm, Ty] , lze normalovy

vektor psat jako
= [sr) ()1

coz si lze snadno odvodit i ze zde uvedeného vzorce teéné roviny.*

2Vynechané algebraické tipravy jsou ponechany laskavému ¢tenéii jako cviceni.
30ba grafy jsou odlisné natoceny
4Piipadné naopak ze znalosti normalového vektoru lze snadno dojit k obecné rovnici roviny.



KAPITOLA 4. DIFERENCIALNI POCET 28

Obr. 4.3: Graf f(z,y), teéna rovina,
Obr. 4.2: Graf f(z,vy) norméala

1 3
Zapisme rovnici normdly n ke grafu funkce f(z,y) = n(xiQH) v bodé T = [3,—1].
K tomu samoziejmé vyuzijeme normalového vektoru, jehoz slozky zname z vypoctu tecné

1
_ |of of 1l =21 =
n = [aw(T),ay (1), 1} = l 5L 1].
Kromé vektoru vsak k zapisu primky potfebujeme také bod, kterym prochazi. Tim
je samoziejmé bod dotyku tecné roviny a grafu f(z,y), coz je v tomto piipadé bod

T = T, T, f(T., T,)] = [3,-1,0].
Rovnice normély jen: X =T +t-n, t € R,

roviny 7, tj.

n:X = [Tx,Ty,Tz} +t- [nxnyn] n:lry 2 =[3-1,0+t- [—;,1,—1]  tER,

1

x(t) =T, +t-ny, x(t) 3—§t,

y(t) =T, +1t -ng, y(t)=—-1+1t,
2(t) =T, +t-ng, z(t)=-1t, teR.

Prvni zapis je rovnice vektorova, dalsi tii pak spolu tvori parametrickou rovnici primky
(v tomto pripadé normély). Obecna rovnice primky v prostoru neexistuje.

Samoziejmé lze misto vektoru [—%, 1, —1} pouzit napt. vektor —9n = [1, —9,9], diky
jehoz tvaru se zapis rovnic norméaly zptehledni:

z(t) =3+t yt)=-1-9 =z(t)=9, tekR.

~ Dlezité: |
Totdlnim diferencidlem v bodé A nazyvame prirustek tecné roviny pri prechodu
z bodu A = [x¢,yo| do bodu X = [z, y] = [x¢ + dz, yo + dy]. Spocteme jej jako:
of of of of
df(A der + — d — —(A) (y — yo) -
)= ghayas+ SLayay =Ly e -+ Z 4y w-w
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n{\x 3
Funkéni hodnotu f(x,y) = 1(;/7;4) vbodé X = [3.1, —0.9]°, tedy mizeme odhadnout

a zapsat i pomoci totélniho diferencidlu. Bod A = [3,—1], dz = 3.1 =3 = 0.1, dy =
—0.9 — (—1) = 0.1 a odhad spoc¢teme takto

1 1 1 1 8 4
f(X)~= f(A)+df(A)=0 9dx+1dy— 5 10+1- iR
Vysledek, ktery jsme obdrzeli je samoziejmé shodny s odhadem pomoci te¢né roviny.
Pokud chceme odhad zpresnit, mtizeme pouzit diferencial vyssitho fadu k vytvoreni Tay-
lorova polynomu. Naznac¢me zde postup pro diferencial resp. Taylortv polynom druhého

radu resp. stupné.

o Ve ’ | ]
— Dnulezité: o _

Totdlni diferencidl druhého Fadu pro funkei f(z,y) definujeme jako

& & &
&f = J;(x"’;’y) da® +2 g;g;’) drdy + ];(;;’y) dy?.

Pomoci diferenciali zapisme vzorec pro tecnou rovinu a Taylortiv polynom druhého
stupné. Ptitom si vSimnéme, zZe teéna rovina 7 je vlastné Taylorovym polynomem prvniho
stupné a muzeme ji oznacit 7 = t;.

o Ve yd '
~ Dilezité: .__
Tecnou rovinu t; a Taylorav polynom druhého stupné t, v bodé A spocteme jako
t1:2=f(A)+df(A),

ty:z= f(A)+df(A)+ 21!d2f(A) :

Nové pojmy si opét budeme ilustrovat fesenym piikladem

S~

~\&)
_ Zadani - 4.3: \7\;\%H
V bodé A = [3,1] urcete diferencial 1. a 2. fadu k funkci

q =7}

(

f(z,y) = arctg (x — 2y) .

Sestavte rovnice tecné roviny a Taylorova polynomu 2. stupné v tomto bodé. Odhadnéte
hodnotu f(3.1,0.9).

. v

Nejprve je potieba spocist vSechny parcialni derivace prvniho

1 -1
Of(zy) _ Oarctg(z—2y) __ o N 2
oxr Ox _1+(1'—2y)2_(1+(x Qy)) )
) -1
Of(z,y) _ Oarctg(z—2y) __ _ o 2
oy Oy - 1+ (11 . 2y)2 - 2<1 + ('T Qy) ) 5

5Pro vétsi prehlednost je zde pouzito znaceni jako v definici
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a druhého radu

oggn 2Ll (oo o) - 2

oo <) (1) ote () - ( iiﬁ:i})”
e <L) (1) o)) - T
o2 ) _ —8(r—2y) 3/

5.
(14 (z —29)%)
Vsimnéme si, ze obé smisené derivace jsou si rovny. Nejde o nahodu, plati totiz:

_ Dulezité: .

—

Véta (Schwarzova): Jsou-li obé smiSené parcidlni derivace spojité funkce v bodé A,
pak se v tomto bodé rovnaji:

f(zy) _ Pf(x,y)
Ox Oy oyoxr

Obdobné tvrzeni plati i pro derivace vyssich radt a pro funkce vice proménnych. To
znamena, ze v pripadé spojitych parcidlnich derivaci nezdlezi na poradi derivovani.

Po této spise zdlouhavé nez tézké ¢asti si pripomeneme vzorce pro vypocet diferencialu
1. a 2. f4du k f(z,y), do kterych dosadime vypocétené a provedeme ,péar tprav®’ ke
zprehlednéni vysledku. Nejprve diferencial prvniho fadu

of of of of
df(A dr + — dy = A)(x— —(A) (y —
F(A) = F(A) o+ S (A)dy = SH(A) (@ = au) + 5 (A) (o= )
1 1 x 1
= — -1 =—(r—3)—-1ly—1)==-—y——.
pdr—ldy=g(@=-3)-1ly-1)=5-y—3
Déle diferencial druhého radu
d2 _afly)d _|_28fxyd dy+ ( )dyQ’
—2(z—2 —2 — -2
d2 — (l' y)2 . de 4 8 (‘T y)Q . dx dy + 8 (I’ y)2 . dy2
(1+(:1:—2y)) (1—|—(a:—2y)) (1+(:17—2y))
—2(x—2
&2f = (@ y)2 5 (do? — 4da dy + 4dy?)
(1+ (z - 29)%)
SVipocet % je ponechan laskavému ¢tenati jako cviceni

"ponechanych laskavému ¢tenéii jako cviceni
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Nyni dosadime bod A, tj. dosadit z = 3 resp. y = 1 a ddle dz = (x — 3) resp.
dy = (y — 1), jako u diferencidlu prvni fadu. Tak dostaneme

2 —2(r — 2y) 2 2
d’f = 5(dz” —4dxd 4d
(1+ (z —29)%) ( v d?)
()= 28720 (g a@og) -1+ - 1))

(1+(3-2-1?
d*f(A) = —;((ﬁ —62+9) —4(xy —x — 3y +3) +4(y° —2y—|—1))

1
Pf(A) = —5(352 — 4wy — 20+ 49" + 4y + 1)
2 z° 9 1
df(A):—?—i-%cy—i-x—Zy —2y—§.
K sestaveni rovnic tecné roviny ¢; a Taylorova polynomu t, potfebujeme znat funkcéni
hodnotu v bodé A, tj. arctg(3 —2-1) = arctgl = 7. A zbyva jen dosadit do vzorci ze
strany 29 a mame hotovo.

m 1 x 1 =
Zz=—+-(z-3)—(y—-1)==—y— -+~
. _7T 1 1 2 2\
tiz= 453 -1~ (-3 ~4@-3)(y-1)+4y-1)°) =
x2+ 2, 9 3+7r
=—— 42y — T — - =+ —.
1 y—y Y 47

K odhadnuti funkéni hodnoty staci dosadit x = 3.1 a y = 0.9. K tomu je vhodnéjsi
vyuzit neroznasobené tvary, protoze xr —3 = 3.1 — 3 = % ay—1=09-1= —% jsou
¢isla, které se nasobi a umocnuji snadnéji nez 3.1 a 0.9.

Odhad pomoci tecné roviny je %%—23—0 = 0.9354. Pomoci Taylorova polynomu dostavame
zpresnéni 7 + % — 48—0 = 0.9129. A konec¢né funkéni hodnota spoctend kalkulatorem je
0.9151. 8

Zavérem muzeme konstatovat, ze zatimco odhad tecnou se ,,dopustil® chyby cca 0.02,
odhad Taylorovym polynomem se ,zmylil“ jen o cca 0.002. Spoc¢tenim Taylorova poly-
nomu vyssiho stupné bychom dosahli vyssi pfesnosti. Ostatné, zjednodusené lze tvrdit,

ze kalkuldtor ¢i pocita¢ nepracuje s ni¢im jinym nez s Taylorovym polynomem.

8Vsechny hodnoty jsou zaokrouhleny na étyfi desetinnd mista.
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4.2 Ulohy k samostatné praci

i

Uloha:

Spoctéte zadané derivace funkce f(z,y).

i

(4.1) f(z,y,2) = z(z + 2y)*, of o O 4

0z 7 022
(4.2) f(z,y,2) = (x + 2y + 32)%, % =7, ggy =7
(4.3) f(x,y,2) = 2° + 2ty + 23y%2 — 1, %gjj =7, 88;8]; =7
(4.4) f(z,y,2) = (335 g2 1)2, % -7, % -7
(45) f(z,y,2) =In (x+y2 - 23) , %{Z — 7, ;:gy — 7.
(46) flry,2) =y, L =2, ;jgx =7,
4.7) f(z,y,2) =2z (a:2 + 3y)4, g—zjj =7, 88;5; =7
(4.8) f(z,y,2) = e-vle—z) —yyl(a;— z), % =7, % =7

Uloha:

K funkci f (z,y) urcete te¢nou rovinu 7 a normalu n v bodé A.

i

(4.9) flz,y)=,/1- g A=[-317. (4.13) f(z,y) =In(z+y), A=[1,2,7].

(4.10) f(z,y) = 23/2%1: A=[1,1,7. (4.14) f(x,y) = \/561_7 A=1]527.

(4.11) f(z,y) =xlny —ylnz, A=[1,1,7). (4.15) f(z,y) =yn(z—y), A=[2,1,7].

(4.12) f(z,y) = Va2 +y2, A=[4,-3,7]. (4.16) f(z,y) = 3;2 —zy, A=[2,1,7].
Uloha:

K funkci f(x,y) urcete diferencial 2. fddu, a to i v bodé A pokud je zadan.
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(4.17) f(2,y) = cos(z —y). (121) fay) =5~ 5o A=[1,-1],
(4.18) f(z,y) = (v —2)°, (4.22) f(z,y) = (2* - y),

(4.19) f(z,y) = Bz —2y)"", (4.23) f(z,y) = cos (3z — 2y), A = [2,3],
(4.20) f(x,y) =22 ln<;) JA=[-1,1], (4.24) =z +2y, A=

Vysledek tulohy:

Spoctéte zadané derivace funkce f(z,y).

of ., Of
4.1) — = 2 — =
(41) 5= =@+2y)", -5
52
(4.2) %:12(m+2y+3z)7 88f 72(x + 2y + 32)2,
of _ 4 3 >’f 3
43) 2L = 2 AP
(4.3) ay "+ 227yz, Oy0= Ty,
Of . a( 5, 2 2f 5 2
(4.4) %—102: (x +y“z 1), 92 = 10z° (936 + 4y z74),
s o1 o _ _ 2y
o x4 y?—23 9xdy (:(3+y2—z3)2’
of .2 O%f .2
4.6) =L = —92 T—2z —_9 T—2z
(46) =~ vz o yzet T,
of 9 3 9%f 9 3
(4.7) 0—y:12xz (z +3y) ' 990s =12z (:t +3y) ,
ag) Y _oy—e OF 2
oz y+z 022 y+z’

Vysledek tlohy:

K funkci f (x,y) urcete te¢nou rovinu 7 a norméalu n v bodé A.

(49) n:z(t)=—-t—3,y{t) =3t+1, 2(t) =2—4t, teR, 7:—x+3y—4z+2=0.
(410) n:z(t)=t+1, yt)=—4t+1, zt)=—-t+1, teR, 7:x—4y—2z+4=0.
(411) n:z(t)=—-t+1, yt)=t+1, z(6)=—-t,teR, 7:—x+y—2=0.

(413) n:z(t)=14¢t, y(t) =2+t 2(¢() =In3—-3t, teR, 7:24+y—32+3(In3-1)=0.

(414) n:x(t)=—-t+5, yt)=4t+2, z(t) =—-2t+1,t€R, 7:2—4y+2z+1=0.

x(t)
(*)
(412) n:x(t) =4+4t, y(t) = =3 — 3¢, 2(t) =5 —5t, t €R, 7:4x — 3y — 5z =0.
(t) )
(t) (
x(t) )=
(

(4.15) n =241, y(t

(4.16) n: z(t) =3t+2, y(t) = —6t+1, 2(t) =—t+2,teR, 7:3z—6y—2z+2=0.

1—t, 26)=—t, teR, 7:z—y—2z—-1=0.
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Vysledek tlohy:

K funkci f(z,y) urcete diferenciil 2. fadu, a to i v bodé A pokud je zadan.

(4.17) d2f = —cos(z —y) (de —2dzdy + dy2) .
(4.18) d*f =6 (v — 2y) (d2? — 4dady + 4dy?) .

18dz2 — 24 dx dy + 8 dy?
Bz — 2y)3 ’
(4.20) d2f(A) = y? + 4oy + 2y — 4z — 3.

(4.19) d%f =

(4.21) d*f(A) = 2 — 22 — % — 2y.

-2 (:c2 + y) dz? + 4z dz dy — dy?

(v~ )"

(4.23) d2f(A) = =922 + 12zy — 4y2.

(4.22) d?f =

1
(4.24) d3f(A) = -3 (2% + 4oy — 22 + 44y + 1).



Kapitola 5

Gradient

V predchozich kapitolach jsme se casto vraceli k vlastnostem funkeci jedné promeénné.
Jednou z téch zékladnich je monoténnost, tj. rozhodnuti zda je funkce (ne)rostouci ¢i
(ne)klesajici. Jde o pomérné jednoduchy koncept, funkce je rostouci pokud se se zvétsu-
jicim se argumentu zvysuje také funkéni hodnota.

Cil: :.‘@‘

Cilem této kapitoly je uvédomit si rozdil mezi funkci jedné a funkeci vice promén-
nych. K ilustraci vyuzijeme jednoduchy koncept monotonnosti funkce a jeho zménu pri
prechodu od jedné k vice proménnym. Pritom si dale upevnime znalosti diferencialni
poctu fukce dvou proménnych a také zakladni operace s vektory.

Predpoklady: ﬁ[—'

Jak bylo naznaceno, z teorie funkce jedné proménné je dobré si pripomenout vztah
mezi monoténnosti funkce a jeji derivaci, rozdily mezi klesajici a neklesajici funkci,
apod.. Déle vyuzijeme skalarni souc¢in dvou vektort, vypocet velikosti vektoru a jeho
normovani.

Cas: g

Prostudovani kapitoly zabere 3 hodiny.

S
Wil

Budete umét:

e Spocitat gradient funkce,

e Urcit smér nejvyssiho ristu funkee,

e Spocitat smérovou derivaci funkce,

e Rozhodnout, zda je funkce v daném smeéru rostouci.

Zacneme tedy pripominkou teorie funkce jedné proménné:

35
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o Ve ’ '
— Dulezité: °__

Funkce f(z) je rostouct, pravé kdyz pro kazdé z1,zy € Dy plati : Je-li 21 < x5, pak
je také f(z1) < f(x2).

~ Dillezité: -
Necht pro Va € (a,b) plati f'(z) > 0 resp. f'(x) < 0, pak je funkce f(z) v (a,b)
rostouct resp. klesajici.

Cilem této kapitoly je prevést tyto znalosti do teorie funkce vice proménnych.

Hlavnim problémem, na ktery zde narazime, je ¢ast ,x1 < x2“. V pripadé jedné pro-
ménné je argumentem = € R a defini¢ni obor 1ze zakreslit na ¢iselnou osu. Pohyb po této
ose ,zleva do prava“ znamend zvétsovani argumentu. V zavislosti na tomto zvétsovani,
pak sledujeme, jak se méni funkéni hodnota.

Pomuzeme-li si v pripadé funkce dvou proménnych ,mapovou analogii, mizeme se
pohybovat nejen na vychod, tj. ,zleva do prava“, ale také na sever, a také na severose-
verozapad, a také... .

Z této uvahy je jiz patrné, ze chceme-li odpoved na otazku, zda je funkce vice pro-
ménnych rostouci ¢i klesajici, musime znat smér zmény argumentu. Nebude tedy stacit
,obyCejna“ derivace, musime urcit smeérovou derivaci. A k urceni smérové derivace bu-
deme potiebovat gradient funkce, coz je smér jejiho nejvyssiho riastu.

~ Diilezité:  J—
Gradientem funkce f(x1,xo,...,x,) resp. gradientem v bodé A je vektor
of of of of of of
= ) A= |—A),=—(A),... A)l.
Vf axl ) ax27 ) axn ) resp Vf( ) axl ( )7 ax2< )7 Y axn( )
— Dulezité: o
Derivaci funkce f(x1,x9,...,2,) ve sméru 8 = [s1,8a,...,5,] s velikosti ||s|| = 1
v bodé A definujeme jako
df o 4. f(A+st)—f(A) _ Of of of
E(A) = %gl(l) / = axl (A)Sl + 87‘%2(14)82 + - + 8:)3” (A)Sn

Postup pri vypoctu a dalsi vztahy mezi gradientem a smérovou derivaci si ukazeme
v Tesenych prikladech, v nichz se omezime na funkeci dvou resp. tii proménnych.

o~

e e . V \
Zadani - 5.1: g\ié\\(g
Urcete, zda funkce f(z,y) = In(1 — 2% + y*) v bodé¢ A = [—1,1] ve sméru vektori

u; = [1,0], upy = [0, —1],u3 = [1,—1] a uy = [1,2] roste ¢i klesd a urcete rychlost
zmeny.
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Nejjednodussi, intuitivni, metodou, jak polozené otazky zodpovédét je nakreslit si
obrdzek. Tedy graf funkce. Funkce f(z,y) je definovdna pro vSechny body R?, které
splnuji podminku

1—2?+92>0, tj. 1 > 2% — 2,

coZ jsou body ,uvniti“ hyperboly 2% — y? = 1.

Funkéni hodnota v bodé A je f(1,—1) = In(1) = 0. Vrstevnici, na niz bod A lezi,
ziskdme vyfeSenim rovnice z2 — y? = 0, tj. 2 = y?, s feSenimi 2 = y a © = —y. Osy
prvniho a tretitho kvadrantu, tak urcuji ,nulovou* hladinu funkce.

Dal&{ vrstevnice bychom ziskali z rovnic 22 — y? = k, pro k < 1, coz jsou rovnice
hyperbol, viz kapitola 2 str. 9. S touto ,geometrickou® predstavou si jiz nechame celou
plochu, ktera je grafem funkce f(x,y), vykreslit, viz obr. 5.1

Obr. 5.1: Graf In(1 — z? + y?) Obr. 5.2: Graf In(1 — 22 + y?),
vrstevnice a sméry

Maéame-li k dispozici graf 5.1 spolu s vrstevnicovym grafem 5.2, neni problémem zjistit,
ve kterém ze smért bude funkéni hodnota klesat a ve kterém riist. Na obou grafech éervena
znaci kladné hodnoty a modra hodnoty zaporné.

Predevsim vsak je nazorné vidét, ze v modrém sméru us ,,jdeme z bodu A do modrych-
zapornych hodnot“, funkce tedy v tomto smeéru klesa. Stejné tak si lze vSimnout, ze
cerny vektor ws ,lezi“ na vrstevnici a pohybujeme-li se po vrstevnici, zustdvame na
stejné hladiné, funkéni hodnoty nerostou, neklesaji. Zeleny smer wy i mir{
k c¢ervenym hodnotam a v téchto smérech funkce roste. Posledni cerveny vektor takeé
ukazuje k ¢ervenym hodnotam, je kolmy k vrstevnici prochazejici bodem A a jde o vektor
gradientu funkece f(x,y), tj. Vf.

Vice a predevsim presnéjsi informace vSak z grafu neziskame. Navic v pripadé slozi-
téjsich funkei grafem nebudeme moci pomoci viitbec. Proto musime k rozpoznani riistu
¢i klesani funkce v daném sméru a jejich presnému popisu pouzit vypocty, resp. vypocty
gradientu a derivace ve smeéru.
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Zacnéme vypoctem gradientu,

of of] _ [0In(1 —a®+¢*) Oln(l —2®+¢*)| _ —2x 2y
ox’' dy| Ox ’ oy Sl 2242 L — a2 y? |

vi-|

Protoze vySetifujeme funkci f(x,y) v bodé A, spocteme si dale gradient v tomto
konkrétnim bodé. Nejde o nic jiného nez o dosazeni souradnic bodu do predchoziho vztahu

—2-(=1) 2.1 B
1—(=1)2+ 1271 — (—1)2+ 12] =[2,2].

Vi) - |

Mé4me-li vypocteny gradient, zndme smér nejvétsiho ristu funkee !. Uréit mizeme

také velikost nejvétsiho riistu, coz je velikost gradientu, tj. pro bod A mame ||V f|| = v/8.
A konecné zname také smér nejvétsiho klesani, to je smér —V f.

Ted jiz zbyva jen urcit chovani funkce v zadanych smérech v, us,u3 a  , k tomu
pouzijeme jejich skaldrni soucin s gradientem.?

Poznamka: <\\\}

S pomoci pozndmky na strané 3 muzeme (s nadsdzkou) fici, Ze vyndsobime-li ska-
larné vektor V f(A) s vektorem pozadovaného sméru zjistime, ,kolik z nejvétsiho rastu
se do néj promitlo“ a zda v tomto sméru funkce klesa ¢i stoupa.

Pro zadané sméry mame

Vf(A)-u2z[2,2]-[O,—1}:2-O+2~(—1):’—2<0,
VA us=1[22-[1,-1]=2-1+2-(~1) =0,

7 téchto vysledku lze vycist, ze ve sméru vektoru u; a u, funkce roste, ve sméru u, klesa
a ve sméru usz je konstantni. Coz je ve shodé s ivahou, kterou jsme provedli s pomoci
grafu 5.2.

Chceme-li vSak dale stoupani ¢i klesani porovnavat a lépe popisovat, musime ve vy-
poctu provést na jednu drobnou zmeénu. Gradient musime skalarné vynasobit vektorem,
ktery ma ,stejny smér“ jako vektor u, aale ma jednotkovou velikost. Takovym vektorem
je vektor normovany w/ ||u||. Teprve pak jako vysledek tohoto souc¢inu obdrzime smé-
rovou derivaci funkce f(z,y) v bodé A a ve sméru u, 9%(A), jak byla definovdna na
strané 5.

Protoze vektory u; a us maji jednotkovou velikost a ve sméru vektoru us je funkce
konstantni, provedeme vypocet pouze pro .

Lsmér, v némz funkce ,,graduje*

2Pokud se pozorné podivime na definici gradientu a smérové derivace, viz str. 36, skaldrni souéin v ni
uvidime.
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duy _ o U _ﬁ_ _&—
E(A)_Vf(A) HU4”_[272] \/m_[2’2] \/m_

:[22].[1’2]:[22].[12]:24_4:6

Z vypoctu je také patrné, ze vysledek V f(A) - uy stacilo vydélit velikosti vektoru wuy.

U funkce dvou proménnych jsme si mohli pomoci predstavou reliéfni mapy ¢i zakreslenim
vrstevnic do roviny. Pokud vsak budeme vysettovat funkci vice proménnych, budeme
odkazani pouze na vypocty. Viz nasledujici priklad funkce tii proménnych.

Uloha:

Vypoctéte gradient u(x,y, z) a smérovou derivaci v daném bodé A ve sméru b a c.

u(x,y,2) =21+ (@2 +y)?, A=1[2-43], b=[1,2,2], c=12,4,4].

Funkce u(z,vy,z) je definovdna pro vSechny body [z,y,2] € R?. Funkéni hodnota
v bodé A je u(2,—4,3) = 3. A s pomoci gradientu resp. smérové derivace i zde muzeme
zjistit, zda funkce v daném sméru roste nebo klesa. Protoze vsak grafem funkce t¥i pro-
ménnych je ¢tyfrozmérna plocha, musime ozelet grafickou predstavu a vénovat se pouze
vypoctum. Nicméné vypocty jsou ,skoro stejné“ jako v predchozim prikladeé.

Nejprve tedy spocteme gradient resp. gradient v bodé A

vy  |Ou Ou Dul _ 021+ (22 +1)* 02y/1+ (32 +y)? 02y/1+ (22 +y)?
‘e _%’@’@ B Ox ’ oy ’ Oz

_ 2xz (172+y> Z ("L‘Z—'_y) 1+(x2+y)2 = VU(A): [0’07 1]‘
VL @2 9)" 1t @24y

Dale si spocteme velikost vektort b, ¢ a budeme je normovat, tj. ziskame z nich vektor
stejného sméru s jednotkovou velikosti

b 122
bl=vb-b=VvV124+224+22=V9=3, = b,=—=|-,-,-|.
b =V VIZ 422422 =9 =3, b l3331
122
el =ve e=VR2 T2+ 2 =36=6, = cn= - = |-, 2.2
| 3°3°3
Ted jiz vypocty dokoncime, a to jednim skalarnim soucinem
db 122 2
—(A)=Vu(A)-b,=10,0,1]- |z, =, | = <.
T = vua) b, = 053] =

Je dopocitano a mizeme konstatovat, ze funkce u(z,y, z) je v bodé A a ve sméru b
rostouci.
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Pro vektor ¢ je vysledek stejny, nebot b, = ¢,. Pokud bychom vsak vektory nenor-
movali, dostali bychom Vu(A)-b =2 a Vu(A)-c = 4. Takovy vysledek by znamenal,
ze ve sméru c roste funkce dvakrat rychleji nez ve sméru b. To vSak nemtize byt pravda,
nebof sméry jsou stejné.

Uloha:

Vypoctéte gradient funkce u(z,y, z) a smérovou derivaci v daném bodé A
a smeéru b.

(51) u(az,y,z) :ng:cyz—quL\/E, A: |:074a 31:| ) b: [17273]

1
(5.2) u(x,y,2) =23y? + 2222 —y32, A= {2, 0,4} , b=1[4,-3,0].

™

(5.3) u(x,y,2) = 2%cos(x +2y), A= [w, 5 2} , b=12,-2,1].

3z + 2y
z

(5.4) u(x,y,z)zln( ), A=[1,-1,1], b=1[2,-1,2].

2
(55) u(x,y,z) :x2—2$y+;73, A= [17_131]a b= [25_172}'

(5.6) u(x,y,2) =2* +ay+3x+2y> -2y +322—62, A=[1,1,1], b= [0,1,\@}.

(5.8) u(w,y,2) =2* +y*+2* —3zyz, A=][1,1,3], b=[-1,2,—1].

1 2 3 4
(5.9) w(r,y,2)=—+-+-+—, A=[-1,-1,-1], b=][-5-6,-T].
Ty z xTYZ

x z y
5.10 =—4+—-+= A=[L11 b=3,-2,4].
( )u(agy,z) y+x+z7 [7 ’ }7 [a ) ]

Vysledek tulohy:

Vypoctéte gradient funkce u(zx,y, z) a smérovou derivaci v daném bodé A
a sméru b.

1 du
5.1) Vu = |32% —yz,—zz — 2y, —— — , —(A) = —V14.
(:1) Vu = |30 g2, —o2 =29, oz oy L SH(A)
d 64
(5.2) Vu = [3x2y2 + 2222, 203y — 3y2z, 2222 — y3] s —U(A) = —.
ds 5
d 4
(5.3) Vu= [—22 sin(z + 2y), —22% sin(z + 2y), 2z cos(x + 2y)] , d—u(A) =3
s
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2 1 2
(54) Vu= | —0 2 L} duy 2
3x+2y 3z+2y =z ds 3
322 2z du
(6.5) Vu= |20 -2y,—20— —,—|, —(A)=3
yt Ty ds

d
(5.6) Vu=[20+y+3,2+4y — 2,62 —6], d—“(A):\/i
S

T Y z

(5.7) Vu= , ,
\/:E2+y2+z2+4 \/x2+y2+22+4 \/12+y2+z2+4

d 5
(5.8) Vu = [2z — 3yz, 2y — 322,22z — 3xy], d—u(A) = —5\/6
s

4 1 4 2 4
S

1 1 1 d
(5.10) Vu = [yz x,y], (4 =o.

du

" ds

SES

41



Kapitola 6

Extrémy

Cil:

Néplni této kapitoly je prevedeni tivah a postupu vedoucich k nalezeni lokalnich
extrému funkce jedné proménné na pripad funkce dvou proménnych.

o

Cas:

Na kapitolu postaci 2 hodiny.

¢

Predpoklady:

=il

Umét nalézt lokdlni extrémy funkce jedné proménné. Rozpoznat funkci konvexni
a konkavni. Spocitat parcidlni derivace, Tesit soustavy rovnic a pocitat determinant.

Budete umét: wg)‘:

e Nalézt lokalni extrémy funkce dvou proménnych
Prohlédnéme si grafy na obrazku 6.1. Neni slozité zjistit, ze pro prvni ¢tyfi z nich, tj.

pro funkce 22 +1,1 — 2%, 1 +2° a 1 + 2%, je jejich te¢nou v bodé a = 0 je pfimka y = 1.
Tec¢nou pété funkce (1 + x)? v tomto bodé je piimka 2z + 1.

_ 20

25 25 25
s
20 20 20
—_— 1o J— — —(1+x)"
15 15 15
s os1f —1 — — — 21

10

05

-1.0-0.5 0510 -1.0-0.5 0510 -1.0-0.5 0.5 1.0 -1.51.0-0.5 0.5

Obr. 6.1: Extrémy funkce jedné proménné

42
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Dals{ pozorovani za¢néme od konce, od funkce (1 + x)?, kterd se takto od ostatnich
lisi.

Derivace funkce (1 + x)? v bodé a = 0 se rovnd 2 a jeji tetna mé tvar y = 2z + 1. Dle
grafu, dle teény a v neposledni fadé dle hodnoty derivace vidime, Ze funkce je rostouci.
Maéame tak jistotu, ze bude-li se argument zvétsovat, zvétsi i funkéni hodnota. A to bez
ohledu na to, zda uvazujeme x vétsi & mensi neZ 0.1 Lze tedy uéinit zavér, ze v bodé 0
tedy tato funkce extrém mit nemize.

Pro funkce 22 + 1,1 — 22,1 + 2% a 1 + 2* je jejich prvni derivace v bodé a = 0 je
nulova a moznost existence extrému v tomto bodé se nam otevira. K rozpoznani, zda
v bodé extrém je, poslouzi druh4 derivace. V piipadé z? +1 je kladna, funkce je konvernd
a ma v bodé @ = 0 minimum. Pro 1 — 22 je druhd derivace zaporna, funkce je konkdvni
a v a = 0 nabyva maxima. Pro funkce 14 2° resp. 14 2* je druhd derivace nulova a funkce
v a = 0 extrém nema resp. ma, ale dle tohoto kritéria o tom nelze rozhodnout.

Diilezité: .
Predpokladejme, ze f'(z) = 0 a f"(x) < 0, resp. f"(z) > 0. Pak ma funkce f(z)
v bodé ostré lokalni maximum, resp. ostré lokalni minimum.

Jak ukazuje tento TeSeny ptiklad, situace v pripadé funkce dvou proménnych je ob-
dobné. Nejprve je tfeba spocist vsechny prvni parcialni derivace. Zjistit, kdy se rovnaji
nule. A nakonec v téchto podezrelijch bodech vysetrit druhé derivace.

6.1 ResSeny priklad

Zadani - 6.1: \@&)

Naleznéte lokalni extrémy funkce
f(z,y) =y +y* — 62y + 92° — 32°.

V zasadnich bodech budeme opravdu kopirovat postup hledani lokalnich extrémi
funkce jedné proménné. Zacneme tim, ze spocteme prvni parcidlni derivace funkce f (z,y),
ty se rovnaji

0 0
-~ = —92° + 18z — 6y, of = —6x + 3y* + 2.
ox oy
Déle hledame body v nichz jsou obé tyto derivace rovny nule. Protoze mame funkci
dvou proménnych a tedy i dvé prvni parcidlni derivace, fesime soustavu dvou rovnic o

dvou neznamych

—92% + 18z — 6y 0 _ -3 +6x—2y = 0 _ Gr-2y = 322
—6x+3y*+2y = 0 —6x+3y*+2y = 0 3y = 61— 2y

lale zaroven vétsi nez —1, coz neni problém, protoze ,jako obvykle“ vysetiujeme pouze okoli bodu
dotyku
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7Z posledniho tvaru soustavy vidime, Ze musi platit 22 = y2. To nastane, kdyz bude
x =y nebo r = —y. Dosadme do prvni z rovnic nejprve x =y

—92% + 182 — 6y =0 = —92° + 187 — 62 = 0 = —92° + 120 = 0 = 32 (4 — 3x) = 0.

Odsud jiz snadno ur¢ime teseni 7 = 0 a x5 = %. Protoze jsme vysli ze vztahu z = y,
dostavdme body A; = [0,0] a Ay = {%, %] .
Stejné tak dosadime x = —y
—92° 4182 — 6y =0 = —92° + 182+ 62 = 0= —92% + 242 = 0 = 32 (8 — 3z) = 0.

Opét snadno dopoéitdme feseni 3 = 5.2 A poznamename si dals{ bod Az = [g, —g] .

Body A; = [0,0], Ay = [%, %} a Ag = [%, —%} jsou ,podezielé,* muze v nich nastat
extrém. Presnéji:

o Ve ’ '
— Dulezité: L

Necht’ f je funkce n proménnych. Bod A € Dy se nazyvé staciondrnim bodem funkce
f, jestlize
of

aIZ’

(A) =0, pro vSechna i =1,2,... n.

) Ve, » T
~ Dailezité: o

Fermatova véta: Necht’ funkce n proménnych f mé v bodé A € Dy lokalni extrém a
necht’ v tomto bodeé existuji vSechny parcialni derivace funkce f. Pak A je staciondrni

bod funkce f.

» NI
— Poznamka: S -

Stacionarni body jsou ,pouze podezielé®, extrém v nich nastat nemusi.

J

Abychom zjistili, zda v A, As ¢i As extrém opravdu je, musime znovu derivovat. Pro
funkci dvou proménnych to znamend ¢tyti druhé parcidlni derivace. Zde konkrétneé:
0? 0? 0? 0?
—f:18—18x, / = —0, / = —6, —f:6y+2.
0x? 0xdy Oyox Oy?
Protoze mame ¢tyfi druhé derivace, nelze zadnou z nich upfednostit ani upozadit,
naopak musime je do iivah zahrnout vSechny. Proto z druhych derivaci sestavime Hessovu
matici, resp. determinant — tzv. hessidn,

02 f 02 f
o o —6 6y + 2

K rozhodnuti o existenci lokdlnich extrémt a jejich povaze slouzi Sylvestrovo krite-
TIUM:

2Reseni z; = 0 jiz zname.
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— Dulezité: |

Sylvestrovo kriterium: Pro stacionarni bod A oznacme:

2 o

D, = ﬂ D, — Ox2 Oz oy
1 — 81'2’ 2 — 62f 82f
Oyozx Oy?

Plati
e je-li Dy > 0a Dy >0, pak je v bodé A ostré lokdlni minimum,
e je-li Dy <0a Dy >0, pak je v bodé A ostré lokalni maximum,
e je-li Dy <0, pak v bodé A extrém neexistuje, jde o sedlovy bod,

e je-li Dy = 0, pak nelze o povaze stacionarniho bodu A dle tohoto kriteria roz-
hodnout.

Zbyva determinant v jednotlivych ,podezrelych“ bodech vyhodnotit,

18 —6 —6 —6 —-30 —6

Dy(A1) =4 5 —6 10 —6 —14

— —96, D2(A3) ==

‘ = 384.

=0, Dy(A3) = |

a rozhodnout

bod Aj: ma funkce lokalni extrém, a to maximum. Determinant Dy, = 384 je kladny
a D1 = —30 je zaporny.

bod A,: funkce lokalni extrém nemad, protoze determinant matice Dy = —14 je zaporny.

bod A;: je determinant je roven nule a podle Sylvestrova kritéria nelze rozhodnout.
Pomoci mize napr. ,analyza“ chovani funkce v okoli ,podezrelého“ bodu Aj.
Funkci lze psat ve tvaru f(z,y) = 3z —y)° + <y3 - 3x3>, a z tohoto tvaru je
vidét, ze budeme-li se kolem bodu A; pohybovat po primce y = 3x, pak mame
flz,y) = f(z,3x) = 2423. Ovsem 2423 je zaporné pro z < 0 a kladné pro z > 0,
proto v bodé A; extrém nenastava.

Ulohu jsme vyfesili, ale podivejme se jesté na chovani tené roviny a gradientu ve
stacionarnich bodech.

Podle vzorce z kapitoly 4,viz strana 26, sestavme rovnice tec¢nych rovin v ,podeztelych“
bodech A, A, resp. As. Protoze prvni parcidlni derivace jsou v téchto bodech nulové,
maji tyto roviny tvar:

T:z2=0(—-A ( ) f(A) = f(A).
Konkrétné je 1y : z = f(A1) = 0,72 : 2 = f(Ay) = 2—‘71 aTs:z= f(As) =12 Jde

tedy o roviny rovnobezne s rovinou 2z = 0, coz je znazornéno na obrazku 6.2. V pripadé
maxima v bodé Ajs je vidét, ze graf funkce ,,v okoli“ tohoto bodu zustava pod tecnou
rovinou. V pripadé minima by graf funkce ziistaval naopak nad te¢nou rovinou. Pokud
v bodé extrém neni, viz body A; a A,, pak je graf funkce v okoli bodu nad i pod tec¢nou.
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30

20

Obr. 6.2: Tecna rovina a graf fce f(z,y) v bodech A, A; a Aj

Dilezité: o

Je-li A staciondrni bod funkce f(z,y), pak mé tecnd rovina 7 v tomto bodé tvar
z = f(A) a je rovnobéznd s rovinou z = 0. Gradient funkce f v bodé A je nulovy
vektor, tj. Vf =[0,0].

6.2 Ulohy k samostatné praci

Uloha:
[_ Naleznéte lokalni extrémy fce f(x,y).

3

(6.1) f(x y)—2+$+%+y—xy (6.6) f(x,y) =125 —2° + 6xy — 8y°.

2 B 2 )
(6.2) f(x,y):z2y2+%+y3_3y+3 (6.7) f(x,y) = —6x+ 2" -9y +ay +y°.
(6.3) f(z,y) =" — 2y +y° (6.8) f(x,y) =5+ 2z +a? + 6y — y°.
(6.4) f(z,y) = (2-y)>+ 2y (6.9) f(z,y) =5+ 2 — 6ay + 8y°.
(6.5) f(z,y)=3—ax+z"—y—azy+y (6.10) f(x,y) =15+ 2" — 18zy +y°.

Vysledek tlohy:

Naleznéte lokalni extrémy fce f(x,y).

(6.1) Ay =[1,2]: NE. A1 =[0,0]: NE
6.3

©3) Ag = [2,2} : min.

A; =[0,-1]: NE, 33

(6-2) Az =1[0,1] : min.
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A1 = [72,0} : ]\ZE'7
(6.4) Ay =[2,0]: NE,
Az =[0,2] : min.

(6.5) A1 =[1,1] : min.
A; =[0,0]: NE,
(6:6) Ay = {1%} : MAX.

(6.7) A1 =[1,4] : min.

(6.8) Ay =[-1,3]: NE.

A; =1[0,0]: NE,

O 4= [1.1] min

Ay =1[0,0]: NE,

6.10
( ) Ay = [6,6]; min.
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Kapitola 7

Implicitni funkce

V kapitole 2 jsme graf funkce dvou proménnych pripodobnovali k reliéfni mapé a vyuzivali
vrstevnic. Vrstevnici grafu funkce dvou proménnych je mnozina vsech bodt, které splnuji
rovnici f(x,y) =k pro k € R.

Cil: '@

Na rovnice f(z,y) =k ¢i f(x,y,z) = k lze nahlizet jako funkéni predpis, jde o tzv.
implictni funkci. V této kapitole se s implicitnimi funkcemi sezndmime blize, nauc¢ime
se pocitat jejich derivaci a nalézt jejich tec¢nu ¢i teénou rovinu.

Cas:

Studium kapitoly Vam zabere 3 hodiny.

Predpoklady: ﬁr

Vyuzijeme poznatky predchozich kapitol, fedevsim parcialnich derivaci funkce vice
proménnych.

<&
\/\//ﬂ

Budete umeét:

e Derivovat implicitné zadanou funkci,
e Najit te¢nu a normalu implicitni funkce dvou proménnych,
e Najit te¢nou rovinu a normalu implicitni funkce t¥i proménnych.

Stejné jako vrstevnice v mapé i vrstevnice grafu muzeme zakreslit jako rovinnou
kiivku. V prikladech kapitoly 2, str. 12, mély vrstevnice tvar primek, kruznic, parabol
¢i hyperbol, tj. dobfe znamych, dalo by se Tici jednoduchych, kiivek. OvSem i pfi praci
s nimi je tfeba byt obezfetny.

Uvazujme napiiklad kruzmici 22 4+ y? = 1. Zndme-li z-ovu soufadnici bodu, ktery
na kruznici lezi, pak tu y-ovou dopocteme nejen jako y = /1 — 22, ale také jako y =
—+v/1 — 2. Obdobné z y vyjadiujeme z, tj. z = £v/1 — y°.

48
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/

Obr. 7.1: Implicitni fce: Obr. 7.2: Explicitni fce: Obr. 7.3: Explicitni fce:
224yt =1 y=+1— a2 r=+1-192
y=—I= r= VT

Na obrazku 7.1 vidime, Ze rovnice 22 4+ y? = 1 popisuje celou kruZnici, naproti tomu
obrazek 7.2 resp. obrazek 7.3 ukazuje, Ze snaha o vyjadreni explicitni zavislosti y na x
resp. x na y vedla k rozdéleni kruznice na dvé ptlkruznice.

Zustaneme-li u implicitniho tvaru x2 + y* = 1 nemusime pfemyslet, které z vyjadieni
je vhodnéjsi a zda se pohybujeme v modré ¢i cervené plilkruznici. Navic samoziejmé plati,

vvvvv

— Dnulezité: o __

Implicitni funkei rozumime zptisob zadani funkce rovnici:

implicitni fce:  F(z,y) =0, explicitni fce: y = f(x),
implicitni fce:  F(x,y,z) =0,  explicitni fece: z = f(x,y).

7.1 ResSené tlohy

Uvazujme funkei f(z,y) = (22 +y* — 1)3 — 2%y® a pokusme se popsat jeji vrstevnice. Pro
konstanty k£ € R tedy hleddme Teseni rovnic

(22 +y? —1)° — 2% = k.

Na obrazku 7.4 je jednak vytez grafu funkce a jednak v tomto grafu zvyraznéné vrstevnice

pro hladiny z = 0 a z = —%. I z téchto dvou ukézek je patrno, ze vrstevnice mohou
nabyvat nejriznéjsich tvart. V pripadé z = 0 vidime srdce, v pripadé z = —% pak tfi
,krouzky .

Predevsim vSak obrazek 7.4 ilustruje jiz nékolikrat zminény fakt:
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Obr. 7.4: Graf (22 + y? — 1)® — 2%y a vrstevnice z = 0 resp. z = —

Wl

Diilezité: .
Mnozina bodi [z,y] € R? vyhovujicich rovnici F(z,y) = 0 muze tvofit kiivku, na

kterou lze pohlizet jako na tez grafu Gp rovinou z = 0. Obdobné lze uvazovat i pro
roviny z = k,k € R.

V grafu zakreslenou vrstevnici (22 + y? — 1)3 — 2%y® = 0, tak lze chdpat jako kiivku
tvofenou vSemi Fesenimi rovnice (2% + y? — 1) = 2%y>. Nékterd z feseni 1ze odhadnout,
napiiklad x = 1,y = 1, ddle x = —1,y = 1 ¢i x = 0,y = 1. K nalezeni dalSich feseni
si vsak s odhadem jiz nevystac¢ime. Abychom pracovat nemuseli se slozitym funkénim
predpisem, pokusime se jej nahradit jednodussim. Linearnim. Te¢nou.

(B
. Zadani - 7.1: \;&\(’)‘

Naleznéte teénu a normalu prochézejici bodem A = [1, 1] ke kiivce zadané rovnici

(22 + 2 — 1) = 2%,

Vyuzijte ji k feSeni rovnice pro z; = 0.9 a x5 = 1.1.

J

Pokud bychom chtéli ze zadané rovnice vyjadrit y jako funkci proménné x narazime.
Jiz pri roznasobeni levé strany totiz dostavame tvar

2% + 3zty? — 30 + 3%yt — 62%y® + 327 + b — 3yt + 3y — 1 = 2%,

ktery neskyta prilis Ssanci na jednoduché upravy. Opravdu se tedy vyplati uvazovat o po-
uziti vlastnosti implicitnich funkci a jejich derivaci.
Nejprve si rovnici prepiseme do tvaru

(932 4 y2 . 1)3 . J}2y3 — 0’

jehoz levou stranu si oznacime za F (z,y). Déle spoc¢teme parcidlni derivace této funkce
F(xz,y) podle z, tj. F, (x,y), resp. podle y, tj. F, (x,y) a také jejich hodnoty v bodé
A=1[1,1].

F (l‘, y) = 3(’1:2 + y2 - 1)2 (21‘) - 21‘y3 = 61‘(1,’2 + y2 - 1)2 - 21’y37 F; (A) = 47
Fy(x,y) =3(2* + 42 = 1)? (2y) — 2? (3¢?) = 6y(a® + y* — 1) = 32%*, F,(A) =3
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Vypoctené hodnoty dosadime do vztaht (vzorcti) pro vypocet tecny resp. normaly

o Ve, » 1
~ Dulezité:  J—
Tecna a normdla k implicitni funkei uréené rovnici F(z,y) = 0 v bodé A = [0, yo
jsou jsou dany rovnicemi:

t: Fu(A)(z — x0) + Fy(A)(y — wo)
n: Fy(A)(x —x0) — FulA)(y — 1)

Y

0
0.

V.

Dosazeni soutadnic bodu A do predchozich vztahti vede k rovnicim te¢ny a normély
v tomto bodé:

t:d(z—1)+3y—1)=4x+3y—7=0,
n:3xz—1)—4y—1)=3zx—4y+1=0.
Graficky je vSe znazornéno na obr. 7.5, bod dotyku A, tecna t a k ni kolma normala

n. Graf nam také opét pripomene, zZe nalezeni expicitni funkce ¢i spise funkei popisujicich
tuto krivku by bylo zna¢né komplikované.

Obr. 7.5: K¥ivka (22 + y* — 1)® = 2%y® s tenou ¢t a normdlou n

Protoze na vhodném okoli bodu A aproximuje krivku tecna t, vyuzijeme ji k nalezeni
feseni pro z; = 0.9 resp. x5 = 1.1. Z tvaru 4z +3y—7 = 0 vyjadiime y = 7_34”“" a T1 resp. To
dosadime. Dostavame tak y = % =1.13resp. y = % = (.86. Hodnoty, které obdrzime pfi
numerické/pocita¢ovém vypoctu jsou 1.10423. .. resp. y = 0.804604 . . ., v nasem odhadu
jsme se tedy dopustili chyby v fadu setin.

Poznamenejme jesté, ze jsme nalezli pouze feseni v okoli bodu dotyku A. Z grafu 7.5
je vsak patrnd existence dalsiho feseni pro x; a x5. Numericky vypocet vede k fesenim
y = —0.17206... a y = 0.26099.. .. K jejich odhadu miize poslouzit te¢na v bodé B =

1,0].!

Obdobné jako rovnice F(z,y) = 0 predstavuje kiivku v roviné, lze na feSeni rovnice

1Jejf vyjadieni je ponechano laskavému ¢tendii jako cviceni.
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F(x,y,2) = 0 nahliZet jako na mnozinu bodt definujici plochu v prostoru R®. A | k¥ivou*
plochu lze aproximovat ,rovnou® tecnou rovinou.

Zadani - 7.2: @@%

Naleznéte teénou rovinu a normélu prochazejici bodem A = [1,1, 1] k plose zadané
rovnici
(2% +4y? + 2% — 4)% = (T2* + y?) 2>

Stejné jako v predchozim prikladé si nejprve rovnici prevedeme do tvaru s nulovou

pravou stranou
(2 + 49”4+ 2% —4)° — (T2* +y*)2* = 0.

Levou stranu si ozna¢ime F (z,y,z) a ddle budeme postupovat analogicky s postupem
hledéni tecny a normély v piipadé F (z,y) = 0.

Vyuzijeme-li nejprve moznosti vypocetni techniky, mtizeme si nejprve plochu vykreslit.
Z obrazku 77?7 je jasné vidét, ze popis takové plochy pomoci funkce nebo funkei dvou
proménnych by byl znac¢né komplikovany. Opét tak dochazime k poznani, Ze se popis
pomoci funkce implicitni opravdu vyplati.

K sestrojeni tecné roviny potrebujeme spocist derivace a dosadit do nich bod A

2
Fy(,y,2) = 63 (2% + 49> + 2% —4) — 142", F, (A) =10,
Fy (., 2) = 24y (2 + 4 + 2* — 1) — 252", F,(A) =94,
F.(z,y,z) =6z (x2 R T 4)2 — 322 (73:'2 + yz) , F.(A)=0.

Vypoctené hodnoty pouzijeme ve vzorci teéné roviny, ktery ma tvar:

o Ve ’ | |
— Dulezité: L

Tecnd rovina 7 a norméala n k implicitni funkei urcené rovnici F(z,y,z) = 0 v bodé
A = [x0, Yo, 20] jsou jsou dany rovnicemi:

71 Fp(A)(x —20) + Fy(A) (Y — o) + FL(A)(z — 20) = 0,
n: x=uwxo+ F,(A),

Y =1Yo + Fy(A)ta
Z:ZO—f—FZ(A)t, teR.

Coz v nasem pripadé znamena tecnou rovinu ve tvaru
7:10(x—1)+94(y —1)+0(z — 1) =0,
7: 10z +94y —104=0 = 7: dzx+47y—52=0.

Koeficienty obecné rovnice roviny az + by + cz + d = 0 urcuji jeji normalovy vektor
n = [a,b,c]. V nasem piipadé mé tvar n = [5,47,0]. ProtoZe hledand norméla prochézi
bodem A = [1,1, 1] mtzeme jeji rovnici parametricky zapsat jako

x(t) =145t y(t)=1+47t, =z(t)=1, teR.
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Na obrazku 7.6 je zvolen tihel pohledu tak, ze v ném tecna rovina vypada jako primka
(Cernd), je tak 1épe patrno, jak se plochy dotyka. Cervené je pak zaznaena k ni kolma
normala.

Obr. 7.6: Plocha (22 4+ 4y* + 2% — 4)% = (72 + y*)2* s tenou rovinou a normélou

7.2 Ulohy k samostatné praci

Uloha:

K implicitné zadané funkci y = y(z) urcete rovnici teény ¢ a normély n

v bodé A.

(7.1) 23 +y% —5=0, A=[8,1]. (7.5) In (xﬁ n y2> —0, A=[-2,3].
(72) 2—2y)(z—y)*=0, A=[1,2]. (76) 1 —+/y2—23=0, A=12,3].
(7.3) (y—z)e!™™¥ =0, A=[1,1]. (7.7) 2Py +ay? =0, A=[-1,1].
(7.4) xj _ % =0, A=[2,—4]. (7.8) cos (1 - x2y) +x=0, A=[-1,1].
Y T
Uloha:

[ K implicitni funkci z = z(z,y) urcete te¢nou rovinu 7 v bodé A.

3 2

P, A=1,1,-1].

Y z x

r+y? 4+ 23 —xyz =0, A=[-4,2,0].

4—y22 v a3(y+2), A=[0,1,2].

7.13
7.14
7.15

9) 2?2+ +22-14=0, A=[1,-2,3]
10) zy+zz+yz+1=0, A=[1,2,—1]

[t

1) zyz—x—y—2+2=0, A=[1,-1,1]

(
(
(
12) wyz +y2*+ 2 =0, A=[0,1,-1]. (

)
)
)
)

_ 232_ _ _
7.16) (2 — ay?2 1=0, A=[1,1,1].
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Vysledek tlohy:

K implicitné zadané funkci y = y(z) urcete rovnici teény ¢t a normély n

v bodé A.

t:x+y—10=0, t:2xz4+y+1=0,
(7.1) Y (7.5) Y
n:2x—y—15=0. n:x—2y+8=0.
t:2x+y—4=0, t:2xr—y—1=0,
(7.2) Y (7.6) -
n:zx—2y+3=0. n:x+2y—8=0.
cp—y = t:x4+y—2=0,
(7.3) t:x—y=0, e "
n:m+y—2:0, n:r=y.
(a LiAETY—4=0 (7.8) t:le_l’
U nix—4y—18=0. n-y==4
i
I rd /
Vysledek tlohy:

K implicitni funkci z = z(z,y) urcete tec¢nou rovinu 7 v bodé A.

(79) 7:x—2y+32—14=0. (7.13) 7:4z — 5y —z=0.
(7.10) 7:z+32+2=0. (714) 7:x+4y+82—-4=0.
(711) T:x4+2—2=0. (7.15) T:2y+2—4=0.

(712) 1:z—y—2=0. (7.16) T:x4+2y+32—6=0.



Kapitola 8

Vektorové pole

Cil:

Cilem kapitoly je objasnit pojmy vektorové funkce a vektorového pole, definovat a po-
psat jejich zdkladni charakteristiky jako jsou divergence a rotace.

o

0
0

Cas:

Kapitola a jeji prostudovani Vam zabere 4 hodiny.

Predpoklady:

=

Vyuzijeme zékladni operace vektory, které pomoci operatoru V skloubime se vzorci
pro derivace a parcialni derivace.

@3
e

Budete umét:

d

e Popsat a zakreslit vektorové pole.

e Spocitat divergenci vektorového pole, rozhodnout, zda jde o pole zridlové &
nezridlové.

e Spocitat rotaci vektorového pole, rozhodnout, zda jde o pole virové ¢i nevirové.

Na tvod kapitoly si prohlédnéme dva obrazky. Prvni, obr. 8.1, zachycuje povétrnostni
situaci, rychlost a smér vétru nad Ceskou republikou. Druhy, obr. 8.2, silo¢arovy model
elektrostatického pole.

Spoleénym ,jmenovatelem* obou je pojem ,,vektorového pole® resp. ,,vektorové funkce*,
tj. funkce, ktera kazdému bodu pritadi vektor. V nasem pripadé vektor popisujici smér
a rychlost vétru, resp. vektor intenzity elektrického pole.

95
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Obr. 8.1: Vétrna mapa Obr. 8.2: Elektrostatické pole

— Dailezité:
Necht Q2 C R"™, pak vektorové pole definuje vektorova funkce f : 2 — R",

f(xlax%"';xn) = [Fl(xlyx%"‘7xn)7F2(x17x27'"axn)a'"7Fn(x17x2a"'7xn)]

Nejcastéji se zde budeme setkavat s vektorovym polem v R3, které budeme zapisovat

f('r? y7 Z) = I:P(.T’ y? Z)’ Q(x7 y? Z)’ R(x7 y? Z)] Y resp‘ f(x7 y? Z) = [P7 Q? R] °

S vektorovym polem, pfestoze jsme to explicitné nezminili, jsme se mohli setkat jiz
v kapitole vénované gradientu, viz kapitola 5. V feseném prikladé na str. 5 jsme vysSetro-
vali funkei f(z,y) = In(1—2%+14?), graf viz obrazek 8.3. Pfi jeji vipoctu smérové derivace
jsme si poméhali vektorem gradientu, V f(x,y), tj. smérem nejvyssiho rustu.

Obr. 8.3: Graf Obr. 8.4: Gradient a Obr. 8.5: Gradient

5 2 | 2
In(1 — 22 + 9?) vrstevnice na plose In(1 — 2% + y*)

Pokud gradient spoc¢teme v kazdém bodé defini¢niho oboru funkce, ptitazujeme témto
bodim vektor, ¢cimz definujeme vektorové pole. Je zakresleno na obréazku 8.4, na némz si
muzeme vSimnout a pripomenout, ze vektor gradientu je kolmy na vrstevnice.

Zatimco na grafu 8.3 znac¢i modra zaporné funkéni hodnoty a cervena kladné, na
obrazku 8.4 je c¢ervena resp. modra barva znaci vétsi resp. mensi velikost gradientu.

Protoze plati 1iI(I)1+ Inx = —o0, plati také, Ze blizeme-li se k hranici defini¢niho oboru,
T—

tj. k hyperbole z? — y? = 1, blizi se —oo i funkén{ hodnoty f(z,y). Pro 2? = 4?, tj. na
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prfimkach z =y a ¢ = —y je f(x,y) = 0. I z toho lze vidét, Ze rust v funkénich hodnot
je tedy ,cCervené oblasti“ grafu 8.4 zna¢né rychly. Coz neznamena nic jiného nez, ze je
znacna i velikost gradientu.

Pro porovnani velikosti vektort gradientu jsou na obrazku 8.5 tyto vektory zakresleny
na plose grafu funkce f(z,y).

7 uvedeného je patrno, ze vektorové pole mam muize pomoci s popisem vlastnosti
skalarni funkce.

Podobné muzeme i poli vektorovému f(x,y, z) prifadit pole skaldrni ¢i (jiné) pole
vektorové a usuzovat tak na vlastnosti pole f(x,y,z). Vice si ukdZzeme v nésledujicich
fesenych prikladech.

’ ’ . E@;\\\
Zadani - 8.1: \;Q\@
Vysetfeme vektorové pole f(z,y) = [:cy, y? — xﬂ.

Nez prejdeme k ,,vySetfovani“, vzpomenme si na uvodni obrazky 8.1 a 8.2. Af uz slo
o vitr ¢i elektrostatickou intenzitu, mohli jsme v kazdém bodé urcit odpovidajici smér
a velikost, tedy vektor.

To samoziejmé muzeme i v pripadé vektorové funkce f(x,y) = [a:y,y2 — 1‘2}. Pro
ilustraci si zvolme nékolik bodi a urc¢eme ,silu“ v nich ptsobici, tj. prilusné vektory
a jejich velikosti®

A =[1,1]: f,1)=[1-1,12-12 0], (LD =1,

1
A2:[271] : f(271): 2'1712_22 27_3]7 ||f(2,1)||:\/ﬁ,
As=[2,-1]: £(2,-1)=[-2- 1,12 = (=2?| = [-2,-3], [[f(2.1)] = VI3

Vysledné vektorové pole je zakresleno v grafech 8.6 a 8.7.2. Na obrazku 8.7 vektory
navic doplnuji silocdary.

Poznamka: <\\\7

Silocdra je ,myslena“ krivka popisujici pusobeni silového resp. wvektorového pole
v prostoru. Pritom plati, Zze vektor intenzity pole je k siloc¢are v kazdém jejim bodé
tecny.

Hlavnim rozdilem mezi grafem 8.6 a 8.7 je vsSak jejich podbarveni. Proto se u néj
zastavime a blize jej popiseme.

Zacneme grafem 8.6, kromé vektoru je zde cerveny a modry krouzek. Podivame-li se
pozorné na cerveny muzeme si vSimnout, ze ,vice a vétsich vektorti z néj vystupuje nez
do néj vstupuje“. U modrého je situace opacna. Pouzijeme-li ,nadsazky“ mizeme Tici,
ze v cerveném krouzku ,,vektory vznikaji“, jde o zdroj ¢i zridlo. Obdobné bychom mohli
tvrdit, ze v modrém krouzku ,vektory zanikaji“ a mluvit o nordch.

Lvektory, vlastnosti, velikost, viz kapitola 1
2Pro vétsi nazornost je viak v grafech zménéno méritko
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Obr. 8.6: Vektorové pole Obr. 8.7: Silocary

K rozhodnuti, zda je bodé zridlo ¢i nora, slouzi divergence vektorového pole. Jeji
vypocet provedeme v feseném prikladé 8, zde postaci konstatovani, ze cervené podbarveni
odpovida jejim kladnym hodnotam a modré hodnotam zapornym.

Poznamenejme jesté, pouze s pomoci grafu a bez vypoctu, ze divergence f(z,y) je
rovna nule pro y = 0, tj. na ose z. Ilustrujme to na vektorech v bodech [z,y] a [z, —y],
které lezi ,blizko“ této osy. Vektory, sily, v nich ptisobici maji stejnou velikost3* a pfes osu
x piechdzi, secteme-li je vysledkem vektor {0, —2y2]5. Bude-li se y zmensovat, tj. y — 0.
bude se zmensovat i vysledny soucet vektorti. Co vstoupi, to vystoupi, divergence je
nulova.

Na obrazku 8.7 se soustfedme na silo¢ary a predstavme si je jako proud vzduchu
¢i vody. Proud ma sviij smér i velikost” a postavime-li mu do cesty ,vrtulku®, roztoc
ji. Cervenou vrtulku pole roztaci ,proti sméru hodinovych ruci¢ek“, naopak modré je
roztacena ,,po sméru hodinovych rucicek“. Hodnoty barevné skaly znaci velikost resp.
rychlost této rotace.

Protoze zde mluvime o sméru a velikosti otaceni, budeme k popisu tohoto jevu po-
trebovat vektor. Vektorovému poli tedy priradime vektorové pole, které budeme nazyvat
rotaci vektorového pole.

V pripadé divergence vektorového pole jsme si vystacili s jednim ¢islem, vektorovému
poli jsme tedy priradili pole skaldrni.

Nez prejdeme k dalsimu fesenému prikladu 8, definujme divergenci a rotaci presnéji.
K tomu budeme potiebovat operator V.

ponechéano jako cviceni laskavému ¢tenari
viz ilustrac¢ni body Az, A3

ponechano jako cvic¢eni laskavému ¢tenari
ano, limity a derivace

“dany vektory ptisobici sily

[=2 B B SN V]
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— Dulezité: -

Operator V (¢ti nabla nebo Hamiltonidn) definujeme jako

o 0 0
V_ l%’ay,&].

S pomoci operatoru V a ,skaldrniho*, -, resp. ,vektorového“, x, souéinu ,vektori“®
definujeme:

D o 1 v.t yd . :
~ Dnlezité: |

Necht’ f(z,y,z2) = [P(z,y, 2),Q(z,y, z), R(x,y, 2)] je vektorové pole v oblasti Q2 C
R3. Divergenci pole f nazyvame skaldrni pole V- f

| rem=5+ 5245

o 0 0 o o0 0
V.f_l ] _[ or Oy 0z

Je-li V- f(X) =0 v kazdém bodé X € Q, nazyvame pole f nezridlové. Body, v nichz
plati V- f(X) > 0 resp. V- f(X) < 0, nazyvame zridla resp. nory.

~ Dilezité: -
Necht’ f(z,y,z2) = [P(z,y, 2),Q(z,y, ), R(x,y, 2)] je vektorové pole v oblasti Q C
R3. Rotaci pole f nazyvame vektorové pole V x f:

i § k
_|9 9 9 _|o o of _|OR _0Q 0P OR 0Q 0P
fo_lax’ay’ﬁzlx[a@’ I =los oy o:) = oy 0z 9z Ox’ Oz 3y]'

o
O
=y

Jestlize Vx f(X) =[0,0,0] v kazdém bodé X € Q, nazyvame pole f nevirové.

» N
~ Poznamka: <\\}ﬁ

Divergenci pole f znacCime také jako divf. A pro rotaci uzivame rotf a v anglické
literature curl f.

S

Ted jiz mizeme divergenci a rotaci vektorového pole nejen odhadovat na zakladé
grafti, ale podle uvedenych definic je presné spocitat.

B
Zadéni - 8.2: ™

Vypoctéte divergenci a rotaci pole f = (z,y,2) = [ny +2,1—ay® x+ y] a roz-
hodnéte, zda je pole ziidlové nebo virové.

8Uvozovky jsou zde, nebot nejde o vektory a nisobeni jako v kapitole 1
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Prejdeme rovnou k vypoctim a zac¢neme divergenci.

. |9 0 0 9 9 B
divf=V f_[ax’ﬁy’az] [azy—l—z,l—azy,x%—y}—
0’y +2 01—xy®> Ox+vy
== 3 +— = 2zy + (—2zy) + 0 = 0.

Protoze plati divf = 0 je pole f nezridlové.
Déle rotace

; j k
0 0 0
rotf:VXf: % aiy & =

?y+z 1—ay® v+y
B [8(1‘ +y) Ol —ay?) Oz*y+z2) Ox+vy) o1 —ay?) O(z%y+ z)] B

oy 0z 0z or Ox dy
= [1—0,1—1,—y2—x2} _ {1,0,—x2—y2}.

Pro vektor rotace plati, rot f = [1, 0, —2%— yﬂ # 10,0, 0], jde tedy o pole virové.

’ NS
— Poznamka: <\\}ﬂ

V teseném prikladé 8 jsme divergenci a rotaci popsali pouze podle grafli. Zapiseme-li
pole

f(.T,y) - |:xy7y2 - x2:| jakO f(x,y7z> = |:xy7y2 — I270 ,

lze jeho divergenci a rotaci spocitat podle vySe uvedenych vzorcii. Dostaneme tak
divf =3y a rotf = [0,0, —3z].

Z tvaru [0,0,—3z] je ihned vidét, Ze jde o vektor kolmy’k roviné z = 0, kterd
je rovinou otdceni. Jeho velikost je rovna 92% a udava rychlost otdceni. A konecéné
orientace vektoru rot f urcuje smér otaceni.

I

— Uloha: @«

Vypoctéte divergenci a rotaci pole f a rozhodnéte, zda je pole zridlové
nebo virové.

(8.1) f(z,y,2) = {x2 +yz,az + Yy ay + 22} . (8.5) flz,y,z) = _£7 l’ Z} .

lyz 2z’ zy
(82) £(w,0,2) = [sin(y) + 2 wcos(y) = 5,0 . (86) Fley.2) = [oy — 2z — 2?0z o]
(8.3) f(z,y,2) = [:c27 —2zy — 2yz,22} : (8.7) flz,y,2) = :22 -yt a? = 2%yt - Iz} -

%W;WMZIH(Z)] . (88) f($7y7z) — ‘T2?J*Z7y22’f:c,x22 7y:| )
9Pfipometime si, Ze vektorovy soudin w = u x v je kolmy k vektortim u, v.
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Vysledek tlohy:

Vypoctéte divergenci a rotaci pole f a rozhodnéte, zda je pole zridlové

nebo virové.

divf = 2z 4 2y + 2z, zridlové,

(8.1) o
rotf = [0,0,0], nevirové.

divf = —zsin(y), ziidlové,

8.2
(8:2) rotf =[1,1,0], virové.

divf = 0, nezridlové,
(8.3) .
rotf = [2y,0, —2y], virové.

1
divf = —— +In(z) + 2, ziidlové,
T+y
(8.4) 1
rotf = |0,0,1 — —— | , virové.
r+y

(8.5)

(8.6)

(8.7)

(8.8)

1
Yz

1 1
divf = — + — 4+ —, zridlové,
Tz

xry
rotf = — - T 2z v , virové.
divf =z + y + z, zridlové,
rotf = [-3y, =3z, —3z], virové.
divf = 0, nezridlové,
rotf = [2y + 2z, 2z + 22,2z + 2y], virové.
divf = 2zy + 2xz + 2yz, ziidlové,

rotf = [—y2 —1,—22 -1, -2 - 1] , virové.



Kapitola 9
Dvojny integral

Kdyz jsme v kapitole 3 zacinali mluvit o derivacich, poméahali jsme si analogii pohybu
v krajiné a odpovidali na otazku ,jak se méni nadmorskd vyska za tri kroky.“ Od téchto
velmi vagnich tvah jsme poté presli k vypoctu limity A1{13}10 %, tedy k derivaci.

Navazeme-li v této kapitole na ony vagni ivahy, miizeme se odvazit tici, ze derivovani
je vlastné jakési lepsi déleni. A umime-li ,1épe* délit, bylo by dobré umét také ,lépe“
nasobit - integrovat.

Vynasobime-li 3 a 4, 1ze na vysledek nahlizet jako na obsah obdélniku s délkami stran
3 a 4. Samozrejmé ze nasobeni najde mnohem vice pouziti.

Nové ,lepsi“ nasobeni, integrovani, by tedy mélo také zvladnout pocitat obsah ploch.
A samoztfejmé jesté mnoho navic.

Cil: :.@

Cilem kapitoly je zopakovat zdklady teorie integralu jedné proménné a pouzit tyto
znalosti k zavedeni integralu funkce dvou proménnych. Nejprve budeme integrovat na
obdélniku a poté na obecné rovinné oblasti, pritom se nauc¢ime metody vypoctu. Dale
objasnime pojem Riemannova dvojrozmérného integralu v obecné uzaviené oblasti
a ukazeme zptusob jeho vypoctu.

-
O

Cas: g
Kapitola je pomérné obsahld a naroc¢na, jeji prostudovani tak zabere 5 hodin.

Pfedpoklady: ﬁ

Budeme pottebovat znalost integra¢nich vzorcu a metod (substituce,per partes), vy-
pocet urcitého integralu (Newton-Leibnitzova formule). Také znalosti z analytické ge-
ometrie, rovnice usecek, primek ¢i kuzelosecek.

62
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i

Budete umét: <

e Vypocitat dvojny integral na obdélniku prevedenim na integral dvojndsobng

e Popsat obecnou rovinnou oblast €2 vzhledem k ose z (I. typ) ¢i vzhledem k ose y
(I1. typ)

e Vypocitat dvojny integral na obecné rovinné oblasti €2

Zacneme vsak navratem k funkci jedné proménné a pocitani obsahu ploch.

9.1 Resené tlohy

Ve
Zadani - 9.1: Q\"D/\bo
( Urceme velikost plochy mezi osou z a grafem funkce f(z) =2 — 2% pro —1 <z < 1.

Dobrym zacatkem je nacrtek situace. Zde je to obrazek 9.1, na kterém je kromé funkce
2 — 22 Sedé zvyraznéna plocha, jejiz plochu mame uréit. Dale cervené interval —1 < z < 1,
nad nimz ,lezi“ naSe plocha, a ktery je také podstavou c¢erveny obdélnik!. Plocha tohoto
obdélniku, je dana jako souc¢in podstavy a vysky, coz je 2 -2 = 4. Hledana velikost Sedé
plochy tedy bude mensi nez ¢tyti.

Obr. 9.1: f(z) =2 —a? Obr. 9.2: f(z) =2 —a? Obr. 9.3: f(z) =2 —a?
,V jednom obdélniku* ,V Sesti obdélnicich “ ,v osmnacti obdélnicich

Urcité najdeme odvétvi, kde se s takovym odhadem spokoji. My se jej vSak pokusime
zpresnit. Cesta k tomuto cili je snadna. Staci Sedou oblast pokryt ,1épe“. Na obrazku 9.2
resp. obrazku 9.3 je pouzito Sesti resp. osmnacti obdélnikti. K odhadu tedy staci spocitat
6 resp. 18 soucinii a secist je. Samoziejmé stale ptjde jen o odhad, modré obdélniky
pridavaji néco navic, zelenvim obdélnikim néco chybi.

L¢tverec, nenechte se zmast méfitkem os
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Cesta k presnému vysledku vede pres dalsi zjemnéni, zmenseni velikosti ,,podstav*
jednotlivych obdélniki. ,,Vysky“ obdélnicku jsou dany funkéni hodnotou f(x). Mdme
tedy nasobit podstavy, pro jejichz velikost chceme Az — 0, a vysky, které se ,stale*
meéni. Proto budeme potirebovat ,lepsi“ nasobeni - integrovdani. Tj.

Jo- o fo-2] ~(a-2)- (- 2) -2

Velikost plochy tedy je S = %. P1i vypoctu jsme pouzili vzorce [ 2™ dx = f:ll a Newton-
Leibnitzovy formule. Dalsi vzorce opakujeme:

o Ve V4 '
~ Dilezité: °__

Neurcity integral, (primitivni funkce)

[f@dz=F@),  F@)=f@).
Urcity integrél, (napf. velikost plochy), Newton-Leibnitzova formula

b

I= /f(a:) de = [F(2)]’ = F(b) - F(a).

a

Postup vypoctu: prima integrace pomoci vzorct, metoda per partes, substitucni metoda
a dalsi.

~ Dalezité: -

Integral elementarnich funkci
[kdzx = kx +c, k € R,k konst., Jatdz =", 2> 0nERn# -1,
(EQ
Jede =5 +¢ zeR, faxdx:%%—c,xER,a>0,ak0nst.,
Je*dxr =€ 4+ ¢, x € R, e Fulerovo Cislo,
[—t-dr=log,z+c, v €R,a>0,

zlna

f%dlenx+c,x€R,x>0, a# 1, a konst.,

sinzdr = —cosx + ¢, x € R,
/ ’ Jcosxdr =sinx + ¢, x € R,

fcosl%dx =tgr+c,
v # (2k+1)Z,k€Z, [ s=2- dz = cotgz + ¢,
x # km, k €7,

fﬁdx =arcsinz +¢, v € (—1,1),

[ iz de =arctgz +¢, z €R f\/;%dx:arccosx%—c, ze (=11,
+x !

| i3z dz = arccotgx + ¢, € R,
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o Ve ’ '
— Dulezité: o _

Necht f(z) a g(x) jsou funkce jedné proménné, F'(z) a G(x) jejich primitivni funkci.
A dale «a, 5 € R jsou konstanty. Plati:

[(@f@) % 8g(a)) de = a [ () do £ 5 [ glw) de = aP(x) £ BG(x) + ¢

» N
— Poznambka: /\\ A

Zapisme si funkci f(z) = z? a jeji derivaci f’(x) a primitivn{ funkci F(z), tj.

fla)=20,  Fle)="

z nich je patrné, ze u derivovani doslo k ,déleni“ a pri integrovani ,nasobeni x.

Prejdéme k dalsimu ,,postupnému® kroku, kterym je pouziti ,nového lepsiho“ naso-
beni také pro funkce vice proménnych.

—\&)
Zadani - 9.2: ™

Urcete objem télesa mezi rovinou z = 0 a plochou f(x,y) = 2 — 2% — y? pro —1 <
r<lal0<z<1.

Grafem funkce f(x,y) = 2 — 22 —y? je trojrozmérna plocha a vypodet objemu ,télesa
pod grafem® je nejprirozenéjsim zobecnénim uvah z prikladu 9.1.

Grafem funkce f(r) = 2—2? je parabola. Grafem f(z,y) = 2 — 2 —y? povrchova plo-
cha rota¢niho paraboloidu®. Plochu omezenou funkci f(z) jsme odhadovali obdélnikyZde
hledany objem mizeme odhadnout pomoci kvadri.

Na obrazku 9.4 je nejen ¢ast grafu f(z,y), tj. plochy paraboloidu, ale v roviné z = 0,3
je zaznacena také integracni oblast, kterou je obdélnik dany nerovnicemi —1 < z < 1
al0<z<l1.

Nejhrubéjsi odhad pomoci jednoho kvadru je znazornén na obrazku 9.5. Podstavou
kvadru je nasSe integracni oblast, jeho vyskou nejvétsi hodnota z = f(z,y), kterou zde
funkce nabyva. Objem kvadru je roven x -y -2 =2-1-2=4.

Presnéjsi odhady lze ziskat pouzitim vicera kvadiikti a souctem jejich objemi, viz
obrazek 9.6. Presnou hodnotu dostaneme integrovanim.

11 11
// — 2= dxdy—// — 2= dyd :// 2—:75 — 2 d:vdy
10 0-1

7 naznaceného obarveni je patrné, ze mame dvé moznosti jak integrovat. Bud nejdiive
podle y a poté podle x a nebo naopak nejdrive podle podle x a poté podle y.

2Zakresleni vrstevnic, bokorysu a narysny je ponechino laskavému étena¥i jako cviceni
3y roviné defini¢niho oboru
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Obr. 9.4: Obr. 9.5: Obr. 9.6:
flo,y) =2—a* =y fla,y) =2—a%—y? fla,y) =2—a%—y?
v kvadru* ,,v kradricich“

Integrujme tedy, napf. podle y a poté podle z.* At tak & onak, obdobné jako u de-
rivovani funkce dvou proménnych, i zde pri integrovani plati, Zze integrujeme-li podle x
chovame se k y jako ke konstanté. Tak, za pouziti vzorci ze strany 64, dostavame:

3 71 3
(D) G- -3

Je hotovo, mizeme konstatovat, ze objem ,naseho“ télesa je %.

I
| — |
ol o
)
|
w| 8,
| E——
)
L

V feseném prikladé 9.1 byl integracni oblasti obdélnik, coz integrovani znacné usnad-
tiuje. Také integrovani funkce f(z,y) = 2 —x? —y? nevyzadovalo Zadné specialni postupy.
V kapitole 12 si ukdzeme postupy, jak obecnou oblast prevést na oblast obdélniko-
vou, jejiz vyhodou jsou jednak konstantni meze a jednak moznost dalsiho zjednoduseni
vypoctu. A pravé tuto moznost si demonstrujeme v néasledujicim jednoduchém ptikladu.

&2\
Zadani - 9.3: \E\@\

Zintegrujte funkci f(z,y) = ry? na oblasti €, kterd je popsdna nerovnicemi 1 < z <
2a3<y<A4.

4Integrovani podle podle  a poté podle y a ovéfeni, Ze vysledek bude stejny, je ponechéno laskavému
Ctenari jako cviceni.
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Protoze opravdu jde o jednoduchy piiklad, integraéni oblast je obdélnikova® a inte-
grac¢ni meze zname, pustime se piimo do integrovani. Zac¢néme integrovat nejdiive podle

Y.

2 37 37 2 37 [22]> 37 3 37
= —~xdx:—~/xdx:—~— =— == —.
1 3 1 3 1 2

V prvnim radku jsme integrovali podle y a protoze proménnd x se pri takovém integrovani
chova jako konstanta a nasobime ji integrovanou funkei, vytkli jsme ji pred integral. Stejné
jako v pripadé konstanty %7 na druhém radku.

Prestoze jiz vysledek mame, zkusme integrovat jesté jednou, tentokrat nejprve podle x
a poté podle y.

4 2 4 2 4 22172
//mfdxdyz/ / xy2dxdy:/ y* - </ xdx) dy:/ y? - <[] >dx:
/. 3 1 3 1 3 2

S [2pay=d ey = E [yf”rjw:s?_
3 2 2 J3 2 3], 2
Opét mizeme konstatovat, Ze pii integrovani podle z se ¢len 3? chova jako konstanta,
protoZe na x nezavisi. Proto lze tuto ,konstantu y?* vytknout pred integral.

Projdeme-li si pozorné oba uvedené vypocty, zjistime, Ze jsme mohli postupovat na-
sledovné

2 4 2 1 217 [4*]" 3 37 37
//nyd:Udy:/ / nydydx:/ xdx-/ yidy = [Il . [y] =——=—.
/. 1 J3 1 3 2], 13]; 2 3 2
Na jednoduchém prikladé jsme si ukazali, ze plati
_ Diilezité: ‘i
Necht je
(1) integrovana funkce:  f(z,y) = g(x) - h(y),
(#7) integracni oblast Q: x4y <z < xp,ys <y < yp,
pak

J[faparay= ["g@)dr- [* n)ay

Yd

Diilezité je splnéni obou podminek!

5&tvercova
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V nésledujicim prikladé ukéazeme, jak se mtze postup zkomplikovat, budeme-li uva-
zovat obecnou integrac¢ni oblast €2. A to i kdyz pujde ,jen“ o trojuhelnik. Pfipomeneme
také substituéni metodu.

, ’, _ . Q}@;—\\\
Zadani - 9.4: L/\b\@
Zintegrujte [[ (y — z)* dz dy. Oblast Q je trojithelnik AABC's vrcholy A = [1,1],

Q
B=1[53,C=13,3].

Zacneme nakresem a popisem oblasti €. Dilezité je soustredit se predevsim na popis
stran trojuhelntku AABC'. Je snadné si vSimnout, ze tsecka strany a je ¢asti konstantni
piimky y = 3. Podobné jednoduse uréime popis b, prochézi body [1,1] a [3,3], takze
jde o ¢ast primky = = y. Nejvice ¢asu zabere urceni rovnice strany c, koeficienty k, ¢
rovnice pifmky y = kz + ¢ dostaneme ze soustavy dvou rovnic od dvou nezndmych.
Takto dostaneme popis strany ¢ ve tvaru y = % (x 4+ 1). Cela situace je na obrazku 9.7.

v

To 1 3 5
Obr. 9.7: A ABC

Popis oblasti €2, uvedeny na obrazku 9.7, je vSsak pro potreby integrovani nedostacu-
jici. Pro vypocet integralu je tteba znat meze, v nichz se proménné ,pohybuji“. V pti-
kladech 9.1 a 9.1 byly meze konstantni, zde se meze méni.

Budeme-li funkci f(x,y) integrovat nejprve podle y, zavisi tyto meze na z. Proto
musime popis hranice oblasti prepsat do tvaru rovnic y = h(z). K uréeni mezi pouzijeme
obrazku 9.8, kde je hranice jiz takto popsana.

Na obrazku. 9.8 je také zvyraznéno, jak a proc se oblast €0 ,rozpada“ na dvé podob-
lasti. Jeji horni mez totiz neni jednoznacna. Oznacme si podoblasti (2; a €25 a zapisme je
soustavami nerovnic:

Y

5,

3, _
x, 2 3.

IAINA

x
Y

IAIA
[+
8
INIA

=

s

8
IAIA

Protoze uvedené soustavy nejsou ni¢im jinym nez zapisem integracnich mezi, mizeme
integrovat

5Do rovnice y = kx + ¢ dosadte za x a y soufadnice bodii, jimiz piimka prochazi.



KAPITOLA 9. DVOJNY INTEGRAL 69

A
3+

v

0 1 3 51

Obr. 9.8: A ABC - popis mezi pro y

//(y—x)zdxdy:// (y2—2yx+y2)d:vdy:
) 0

/ ‘ <y2 —2yx+y2> dxdy+// (y2 —2yx+y2) drdy =

3 T 3

/(/ (J —2yT+T)dy>dr+/</ y—2y:1:—|—x2)dy>dx:
1 iz 1+z

2

3 23 T 5 3 3
/ L—y2:1;+y:172 d:lt—l—/ y——yzx—l—yxz dr =

;L3 1= 3 3 =

2

3, 4 5
r s a2 o T ! 3 2 =
1/(3 ~ 2 (7.1, + 3x —3(L—|—1>>d.1,+/l9—24(7x + 3x —33:—1—1) dox =

3 5

1 | 1

ﬂ/<x3—3x2+3x—1>dx Z/ 72 + 692 — 213 + 215) dr =
1 3

1 ([s* e 21877 °

I ) R 191 _

o1 ([4 X —i— 4 [ 5 5xL

1 1 4

Loy =t gp 324

o (1 +28) =5 24 3

Byla to halda prace,” aale je hotovo.
Popis oblasti €2, resp. jeji ,rozpad* na cervenou {2; a modrou {2y, nas dovedl k vyuziti
nasledujici vlastnosti dvojného integralu.

TA to jsou zde nékteré z mezivypocti preskoceny a ponechany laskavému ¢tenafi k provedeni
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Dulezité:
Je-1i Q = Q1 UQy, pro disjukntni oblasti €2, €25, pak

[ fapdray = [[ fa.y)ydedy+ [[ fla.y)dady.

Jako vzdy vyvstava otazka, zda nebylo mozné si praci alespon trochu zjednodusit.
Moznosti tu samoziejmé jsou.

Prvni z nich je pokusit se popsat meze a také integrovat v ,opacném gardu,® tj.
nejprve podle x a poté podle y. Za tim ucelem si prekreslime obrazek 9.8, tak aby popis
hranice oblasti odpovidal rovnicim tvaru x = h(y). Tak ziskdme obrézek 9.9.

»
!

0o 1 3 5
Obr. 9.9: A ABC - popis mezi pro x

Z obrazku 9.9 je patrné, ze v tomto pripadé nemusime €2 délit na podoblasti. Je to
dano tim, ze dolni i horni mez pro x je jednoznacna. K popisu 2 tak stac¢i pouze jedna
soustava nerovnic. Proto také budeme pocitat pouze jeden integral. Jiz v tom lze spatrit
vyhodu oproti predchozimu postupu.

<@ =
IAIN

Druhou tsporou ¢asu a prace je volba sofistikovanéjsich® integrac¢nich metod, a to
vyuZiti substitucni metody. Misto rozndsobeni ¢lenu (z —y)? nahradime rozdil  —y novou
proménnou t. Kvili tomu musime prepocitat a nahradit i ¢len dx a také integracéni meze.
Vse je samoziejmé zaznaceno ve vypoctu.

é/(y—m)dedy—j</2y 1 —x)de> dy =

y—x = t

—dxr = dt 3 3 _ 4310 1 3
y < x < 2y—1 :/</ t2 dt) /l ] —/1—y
y < y—t < 2y—1| 1 VY 1 - 3
0 > t > 1—y
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Abychom nemuseli rozndsobovat zdvorku (1 —y)? vyuZijeme dalsi substituce a nahra-
dime (1 — y) proménnou s. Pfitom opét prepocitame ¢len dy a integraéni meze.

1—y = S
/ —dy = ds 0 2 472
1/(1—y)3dy= < y < 3 =—1/ s3ds :1/ Sds — L 22
31 1 < 1-s < 3 3 J2 3 Jo 314, 3
> S > 2

Diky lépe zvolenému popisu jsme si vystacili s jednim integralem, ktery substituce dale
zprehlednila. Poznamenejme jesté, ze znaménko ,minus,“ které se pri druhé substituci
objevilo u ¢lenu ds, bylo v dalsim kroku pouzito k obraceni mezi.

Jak je vidét popis oblasti, ktery si zvolime, je pro naroc¢nost dalsich vypocti do znacéné
miry urcujici. Proto je tfeba vénovat mu pozornost a spravné si integrac¢ni oblast zakreslit.

o Ve yd '
~ Dilezité: L J.
V souvislosti s popisem oblasti rozliSujeme

Oblast I. typu normalni vzhledem k ose =,
je ohrani¢ena ptimkami = = a, x = b a spojitymi funkcemi y = g1(x),y = go(2)
takovymi, ze ¢1(x) < ga2(x) pro x € (a,b).

Oblast II. typu normalni vzhledem k ose v,
je ohranicena primkami y = ¢,y = d a spojitymi funkcemi x = hy(y),z = hs(y)
takovymi, ze hi(y) < ho(y) pro y € (c,d).

9.2 Ulohy k samostatné praci

Uloha:

Oblast () zakreslete a popiste jako oblast typu I a jako oblast typu II.
V pripadé potireby pouzijte sjednoceni vice oblasti.

(9.1) Q: &tyfthelnik s vrcholy A =[3,2] B=[4,2], C =[4,4] a D =3,5].
(9.2) Q: étyrthelnik s vrcholy A =[1,0] B=[0,1], C =[-1,0] a D =[0,—-2].
(9.3) Q: ohrani¢ena r =y*, x=0ay=—1.

(9.4) Q: ohrani¢enay=1—2% ay=1—2x.

(9.5) Q: trojahelnik s vrcholy A =[1,1] B=[2,2] a C =[-3,3].

(9.6) Q: ohranicena x —3=0,2—y+2=0,ax+3y—6=0.
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— Uloha: &«

Pro funkce fi(z,y), fo(z,y) a oblasti 2, {2, rozhodnéte, zda lze dvojny in-
tegral spocitat jako soucéin dvou integrali. Integraly spoctéte.

J[n@yeay,  [[peydra,  [[reypday, [[ Ay dady.

Ql Ql QQ QQ

fl :£E2y7 f2 :l_2 - Y,
(9.7) Q1 : AABC, Q, : DABCD,
pro body A=[1,1],B =12,1],C =[2,3],D = [1,3].
flzga f2:x_y7
Yy
(98) 0, : AABC, 0, : 0ABCD,
pro body A =[1,1],B =[e,1],C = [e,e],D = [1,¢].

fi=@=3+V1-y, fa=(z-3)°/1-y,
(9.9) Q, : AABC, Q, : OABCD,
pro body A =[0,0],B =3,0],C =[3,1],D =[0,1].

Uloha:
[_ Zintegrujte na oblasti (2, oblast zakreslete.

(9.10) // (7 i Qy) dzdy, Q: ohranifenay=2zay=3— 2%

(9.11) 7/(1—y2) dedy, Q: ABC:A=[1,1,B=[3,1,C=3,2].

(9.12) 7/xy drdy, €Q: ohraniCena y=2—2%ay =z

(9.13) 7/(1 —zy)dzdy, Q: ohranienaz=0,y=2ay=/z.

(9.14) 7/(x —1)dzdy, €Q: ohrani¢ena y =z, y = x>, v I. kvadrantu.

(9.15) 7 Vrzdrdy, Q: ABCD:A=10,0],B=][1,1],C=]1,3],D=10,1].
(9.16) 7/\/1:?3 dzdy, Q: ohranifena y =22, y = 5z — 4.

(9.17) 7/(1 +xy)dedy, Q: ohraniena z =y* =0,y = —1.

(9.18) 7/xy dedy, Q: ohranitenay=a2>+1, y=x+ 1.

(9.19) 7/36 _Z'J_ 1 dxdy, $: déna podminkou 0 <z <y < 1.
Q
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Vysledek tlohy: =

Oblast () zakreslete a popiste jako oblast typu I a jako oblast typu II.
V pripadé potreby pouzijte sjednoceni vice oblasti.

Qr:3<zx<4N2<y<8—u,
(9.1)
Qr: (2<y<4A3<e<s) Vv (4<y<5A3<z<8-y),
Qr:i(-1<2<0A2@+1)<y<z+1)vV(0<z<1A-20-2)<y<1-az),
(92) 1 1
r: (F1<y<0A—C W+ <o o w+2)V(0<y<1Ay-1<a<l-y),
1:0<z<1IA-1<y< —ax,
7:—-1<y<0A0<z<y",
Q:0<z<IAl-—z<y<1l-—2z?
(9.4)

Qrr:0<y<1IAnl—y<z<4/1-y,

1 1
QI:(—3§2§1/\7(3—m)<y -
2 5
QII:(1§y§2A3f2y§x ) (

(12—:2))V<1§m§2/\m§y§%(12—2)),

§3/\372y§:p§1275y),

Qp: U<J:<3/\2—f§y<:(3+2
(9.6) 3
QO (1<y<2A6-3y<z<3)Vv(2<y<s5Ay-2<a<3),

Vysledek tlohy: A=

Pro funkce fi(z,y), fo(z,y) a oblasti Q;,s rozhodnéte, zda lze dvojny in-
tegral spocitat jako soucin dvou integrali. Integraly spoctéte.

//f1(z,y)dfcdy: %,//h(w,y)dwdy: g,
1 (951

o7 °

28 2
//fﬂ:r:,y)dxdy:;,ANO,/ f2(x7y)dxdy:§7
Qo Q2

/ fi(z,y) dedy = i (1+¢%) / fa(z,y) dedy = é(e*1)3,
9.8 ¢
/ f1(a:,y)dacdy:i(e2—1),ANO,/ fa(z,y)dzdy = 0.
Qo Q3
//fl z,y) dmdy—% / f21y)d90dy—*
(9.9)

//f1zy dzdy =13, //fgmy)da:dy—n ANO.
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Vysledek tlohy:

Zintegrujte na oblasti (2, oblast zakreslete.

(9.10) 64, (9.13) —? (9.15)
5
(011) -2,
6 7
(9.14) ~ 55 (9.16)

(9.12) 0,

16

15’

[SCRI

(9.17)
(9.18)

(9.19)

W | 00 | s | =



Kapitola 10
Objem

Cil: ‘@

Cilem této spise ilustrativni kapitoly je

Cas: @

Kapitola je kratsi a nezabere vice nez 2 hodiny.

Predpoklady: ﬁ-’

Vyuzijeme nejen integracni vzorce a metody, ale také poznatky analytické geomotrie.
A predevsim hojné prostorovou predstavivost.

?J
@
Wil

Budete umét: <

e Popsat téleso vymezené prostorovymi plochami
e Spocitat objem télesa

Kdyz jsme se v kapitole 9 seznamovali s dvojnym integralem, pomahali jsme si geo-
metrickou predstavou vypoctu objemu télesa, jde totiz o jednu nejptistupnéjsich aplikaci.
Ovsem téleso, jehoz objem hleddme, nemusi byt popsino takto jednoduse. Cast&jsi je
zadani ve formé rovnic trojrozmérnych ploch, které téleso ohranic¢uji. Pred samotnym
vypoctem je tedy nutné udélat si celé situaci predstavu, pokusit se o ndkres a z néj urcit
integracni oblast a integrované funkce. To vse je ukazano v nasledujicim reseném prikladeé.

5
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10.1 ReSena uloha

, , . Q;/&;—\\\
Zadani - 10.1: \:\B\@
Vypocitejte objem télesa ohraniceného zadanymi plochami.

2=23—ay, y=2a°, y=8—-2a°, x—-2y+2z—2=0.

Zacnéme rovnicemi y = x2, a y = 8 — 22, které sice pfedstavuji trojrozmérnou plochu,
ovsem nejde o graf funkce zadné f(z,y) dvou proménnych. Zakreslime-li si je do roviny
2y, tj. z = 0, dostaneme obrazek 10.2. Vyfesenim rovnice z?> = 8 — 22 najdeme jejich
priiseciky.

Uvédomime-li si, ze do roviny xy zakreslujeme defini¢ni obor funkci dvou proménnych,
zjistime, ze mame zakreslenu integracni oblast €). ,popis oblasti je ponecham laskavému
¢tenari k procviceni*

Rovnice x —2y+ z—2 = 0 je obecnou rovnici roviny a rovnice z = 23 — zy predstavuje
trojrozmérnou plochu. Vyjadreme i prvni z nich ve tvaru funkce x,y, tedy z = 2 — x + 2y.
Takto mame dvé funkce h(x,y) = 23 — zy a d(x,y) = 2 — x + 2y nad obecnou integracéni
oblasti €2. A s tlohou urceni ,objemu télesa pod grafem* jsme se jiz setkali v kapitole 9.
Nyni chceme urcit ,,objem télesa mezi grafy“, k tomu ovsem staci spocist oba ,,objemy
pod“ a odecist je.

Abychom nedostali zaporny vysledek, je tfeba odecitat mensi objem od vétsiho. Do-
sadme si tedy napiiklad bod A = [0,4], dostaneme hodnoty do funkei h(0,4) = 23 a
d(0,4) = 10, z nichz miuzeme usuzovat, ze d(z,y) < h(x,y).!

Nécrtek télesa je na obrazku 10.1, pficemz ,horni“ funkce h(z,y) je modra,

a cervené je zakreslena integracni oblast (). [ Stény“ télesa jsou tvoreny
valcovymi plochami s Fidicimi kiivkami y = 2% a y = 8 — 22

Po tomto rozboru se jiz muzeme pustit do vypoctu objemu V; ,pod horni funkei“
h(z,y) = 23 — zy a Vg ,pod dolni“ funkci d(z,y) = 2 — x + 2y. V prvnim pripadé
pocitame dvojny integral:

2 8—x? 2 o 8—g2
Vh:/ / (23—xy)dydx:/[23y—y] dr =
—2 22 9 2 2

2 5 5
= / (—2 + 82° — 232* — 32z + 184) — (23:(;2 — 2) dz =
462 ’
——Bhﬁggzx;gz;;%ﬁju 8353) do = 121:4 e T 18411 =
Lsprévné by_20 méli platnost vztahu ovéfit pro celdu oblast O3 9

_ 640 s32) 72
3 3 /) 3
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Obr. 10.1: Nacrtek télesa Obr. 10.2: Integrac¢ni oblast a meze

” N
— Poznamka: /\\ =

7 vlastnosti integral a funkci jedné proménné vime, ze vysledkem integralu liché
funkce na soumérném intervalu (—a, a) je nula. Obdobné pro sudou funkci na soumeér-
ném intervalu (—a, a), sta¢i integrovat od 0 do a a vysledek vynasobit dvéma. Zde jsme
tedy mohli ¢leny —32z a 82 z integrovani vynechat, nebot to jsou o liché funkce a
¢leny 184 a —46x2, integrovat pouze na (0,2) a vysledek zdvojnésobit.

Obdobné uréime objem Vj i pro funkci d(z, y):

i
8
N

2
(2—x+2y)dydx:/[2y—xy—|—y2]

-2

2

dx =

&
I

8—x
T

2

8
)

[(2(8 —2?) —a(8— %) + (8 —a?)?) — (2 — 2% + 2" | da =

Il
ll\J\w ll\’\w ll\’\w

2
(80—8x—20x2+3x3)dx:2-20/(4—x2>dx:40 l4x_x_r:
0 0

3
off-3)-n)- 7

V duchu piedchozi poznamky jsme vyuzili vlastnosti sudé a liché funkce. Cervénd ozna-
¢ené cleny jsme vypustili a modre oznacené sudé ¢leny integrujeme od 0 do 2 a vysledek
zdvojnasobili.
Objem télesa ohrani¢eného zadanymi ktivkami je roven rozdilu Vj, — V, tj.
1472 640 832

V=thh=Va=—m ==

|
W
(@)
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Vyuzijeme-li vlastnosti integralti popsanych na strané ??, pak mutzeme cely postup
zapsat nasledovné

V:Vh—Vd://h(a:,y)dxdy—//d(x,y)dxdy://(h(ac,y)—d(x,y))dxdy.

Z uvedeného je vidét, ze mame dvé moznosti, jak postupovat. Spocitat kazdy z inte-
grali zvlast, uréit objemy obou téles Vj, V; a pak odecist Vj, — V;, nebo integrovat jen
jednou rozdil funkci h(z,y) — d(z,y). Ktery z postuptu je vyhodnéjsi, zdlezi konkrétni
situaci a pozadovanych vystupech.

Na zavér jesté naznac¢me postup s integralem rozdilu,

V=V, -V, = //(h(x,y) — d(x,y)) de dy =

://((23—xy)—(2—x+2y))dxdy://(21+$—2y—xy)dxdy:...2

10.2 Ulohy k samostatné praci

Uloha:
( Vypocitejte objem télesa ohraniceného danymi plochami.

(10.1) z—y+2=6, z+y=2, z=y, y=0, z=0.
(10.2) z=2*+¢* x+y=1, =0, y=0, z=0.
(103) s +y+z2=4, y=2° y=1, z=0.

(104) y=0, 24+y=0, z+2y=1, 2=0, z=y>%

Id td ;
Vysledek tulohy: =
Vypocitejte objem télesa ohraniceného danymi plochami.

16 1 68 1

(101) V=2, (102) V=, (103) V=, (10.4) V = =,

2yypodet ponechan jako cvideni laskavému &étendfi



Kapitola 11

Téziste

Cil: '@

Moznosti vyuziti dvojného integralu nespocivaji pouze ve vypoctech objemu téles.
Aplikaci je mnohem vice. V této kapitole se seznmamime s dalsi z nich. Budeme vyset-
fovat hmotné rovinné téleso, uré¢ime jeho hmotnost m, statické momenty S, S, a na-

Vv

-
O

Cas: D
Kapitola vyuziva diive popsanych metod, proto k jejimu prostudovani postaci 2
hodiny.

Pfedpoklady: l‘ﬁh’

Vsechny vytycené cile budou dosazeny pomoci dvojnych integrali. Potfebujeme
proto znat zakladni integracni vzorce a metody. K popisu a nakrest oblasti je nutné
znat rovnice primek, ktivek ¢i grafy funkci.

Budete umeét: @v.‘ 3
e Spocitat hmotnost m, statické momenty Sy, Sy.
e Nalézt téziste.
11.1 ResSena uloha
AN . \\E’“\
Zadani - 11.1: L:lbr)

Vvev

kiivkami
y=cosx, y=0, =0, prox > 0.

79
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Z matematického hlediska nepiijde opét o nic jiného nez o vypocet dvojného integralu.
Jen konecny vysledek bude zasazen do jiného ramce a podle néj interpretovan. Integracni
oblast 2 budeme povazovat za hmotné rovinné téleso a integrovanou funkci o(x,y) jako
hustotu materialu a vysledkem integrovani budeme chapat jako hmotnost télesa 2.

Predpoklad zadani, ze pro hustotou plati o(z,y) = 1, znadi, ze téleso je homogenni.

Kromé hmotnosti m budeme k urceni souradnic tézisté potfebovat jesté statické mo-
menty S, a S,. A ity se spocitaji pomoci dvojnych integrali.

o Ve, » | |
~ Dailezité: o _

Vv

nachdazi v bodé

[

)
m o m

kde m je hmotnost télesa a S, a S, jeho statické momenty urcené jako

m://a(a:,y) dz dy, Sx://xa(a;,y) dz dy, Sy://ya(x,y) dz dy.
) 9) Q

Kdyz mame vzorce, mame vse. Staci zakreslit integracni oblast €2 a pocitat. Z nékresu
na obrazku 11.1 je vidét, ze oblast lze popsat soustavou nerovnic. Modra sipka naznacuje

meze pro x a pro .
s

S 27
< cosz.

0
0

T

Q-

IAIA

\

Obr. 11.1: Oblast Q a jeji tézisteé

Miizeme zacit integrovat, nejprve uré¢ime hmotnost.

s us s
2 2

m://a(a:,y) dx dy:/c/oszl dy dzz/[y}zosxdx:jcosxd$: {sinx}og =1.
Q 0 0 0

0
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Déle spocteme statické momenty. Nejdiive S,

Sz —//xaxy dxdy—//xdydx:

v\ = cosz
v = sinx

Bl

2

CcCos T %
[a:y}o dx:/x cosxdr =
0

SE O\

[=ENTE
[=RNVIE]

uo = ai = [m sinx} sinzdz = [m sinm} — [— cosx}

A

[=ENTE]
|
o

Jus

— [zsinz+ecosz|? =~ 1.
[ s =3

V pripadé vypoctu S, jsme vyuzili integraci pomoci metody per partes.
o
—

— Dulezité:
Integra¢ni metoda per partes je (pfevazné) urcena k integraci soucinu dvou funke.

Vychéazi ze vzorce pro derivaci soucinu, tj. (uv) = v'v 4+ uv’. Pro integral plati

/uv':uv —/u'v.l

V piipadé vypoctu S, ndm pomiize vztah cos®x =

1 2 , )
H%(x) a drobné substituce

us

%COS$ 27CcosT
1
Sy:/ 3/0(33711) dx dy=/ / y dy dx:/[%] dxzi/cos%cdx:
0 0 0 0

2v =t
1 3 2de = dt m
:—/1+c0s(2x)d = dz = ¢ f/l—l—cost
40 0 < o < 3 40
0 < t <

Vvev

Jeho poloha je na obrazku 11.1 oznacena cervené. Z nédkresu také mizeme intuitivné
odhadnout ie T by mél b}'ft v oblasti ,,spiée niie a spiée Vlevo“ Jde o opravdu ,hruby“

by pisobilo podeztele.
Ovsem pozor, tento odhad jsme si mohli dovolit diky homogenité rovinného télesa

Q, v pripadé nekonstantni hustoty o(z,y) se na takovou intuitivni predstavu spolehnout

nelze.
1C4st je zintegrovana, ¢ast na integrovani ¢eka. Odtud plyne nazev per partes neboli po cdstech.
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Na uplny zavér si muzeme oblast vystiihnout z papiru, spustit téznice z vrcholi a ové-
it si tak, ze protnou pravé v bodé T'.

» >
— Poznamka: <\\}ﬁ

Prestoze jsme v prikladé 11.1 integral

/ 1dxdy
Q

interpretovali jako hmotnost, sta¢i zménit ihel pohledu a mtzeme prohlasit tento in-
tegral a jeho vysledek za velikost plochy 2.

SRR

~ Zadani - 11.2: Ny

3

K

Odvodte tvrzeni predchozi poznamky.
. y

Bez tjmy na obecnosti predpokladejme, ze €2 je oblast typu I, viz strana 71, a inte-
grujme

b 92(x) b ) b
g2(x
/ 1dxdy :/ / ldydx = /Mgl(@ dz = /(gg(x) —gl(:c)) dz.
Q a gl(m) a a

A to je, jak vime z teorie integralniho poctu funkce jedné proménné, velikost plochy mezi
g1(z) a gi().

» N
— Poznamka: <\\}ﬁ

Nechceme-li* vzpominat na teorii integralniho poc¢tu funkce jedné proménné, vzpo-
menme na kapitolu 9 a kapitolu ?? a urceme obsah €2 s jejich pomoci. Objem télesa pod
grafem spocteme integralem. Pritom ,vyska“ télesa je ddna funkéni hodnotou f(z,y)
a oblast € je jeho ,podstavou*.

Je-1i funkéni hodnota je konstantni a rovna jedné, je konstantni a rovna jedné i vyska.
Objem spocéteme jako soucin obsahu podstavy a vysky. Objem je vysledek integralu
a vyska je rovna jedné. Ergo vysledek integralu je roven obsahu podstavy, coz je velikost
plochy €.°

“nebo nemuzeme-li
bjde o ¢iselnou hodnotu, neuvazujeme zde jednotky (krychlové vs. ¢tverecni)

S

Vypocty samotné se nijak nezmeénili, zménil se jen tihel pohledu, pouzil novy nebo
jiny vzorecek, ale stéle jde o dvojny integral a jeho aplikace. Uvedme nékteré z nich:

Dulezité: .

Necht Q znaéi rovinnou oblast ¢i rovinné téleso a o(x,y) hustotu. Dvojny integral
lze pouzit k vypoctu
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S(Q) = [[1dxdy - obsah €,
Q

V(Q) = é [ f(z,y)dxdy - objem kolmého vilce nad 2 omezeného shora
plochou z = f(z,y),

P(Q) = éf \/1 + (fi(z,y))* + (f,(%,y))? dzdy - plosny obsah ¢dsti
plochy z = f(z,y) nad Q

m(Q) = éfa(x,y) dzdy - hmotnost €,

S.(Q) = {fzfa:a(:c,y) dz dy

S, () = éfya(x, y) dzdy - statické momenty €,
T =[S Su] - enisee 0,

L(Q) = g{fﬁf%(fcay) drdy |

L,(Q) = éfy20(x, y) dz dy

L(Q) = S{f(xz +y?)o(z,y) drdy - momenty setrvacnosti §2.

— Dulezité:

Zalezi jen na uhlu pohledu. Integral, nejen dvojny a nejen integral, ale cela

matematika je dobry sluha, ale zly pan.

Nechte ji, at Vam slouzi.

11.2 Ulohy k samostatné praci

Uloha:

Yvev

111 y=az, y=2 (11.3) =4, y=0, y=a2

(11.2) s +y=2, y=2a° (114) y=1—2°% y=(x—1)>2
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(115) > =z, y+z=2. (11.7) 2?2 +4=y, y=4—=x.

(11.6) y* —y =z, y=1—=x. (11.8) y=1—2% y=1-2

4 ’, ;
Vysledek ulohy:

Urcete souradnice tézisté rovinné oblasti 2 s hustotou o(z,y) = 1, ohrani-
¢ené krivkami. Oblast zakreslete.

1 2 24 8 1

(11.1) T = {5,3}, (11.3) T = {3, g}, (11.5) T = {5,”} , (11.7) T = [f%,f},

(11.2) T = [—%a , (11.4) T = Bﬂ (11.6) T = E,o}, (11.8) T = [%g}



Kapitola 12

Substituce ve dvojném integralu

Cil:

V kapitole zopakujeme substituéni metodu integrace a rozsifime jeji pouziti na
funkce dvou proménnych. Predevsim zavedeme a predvedeme transformaci do polar-
nich soutadnic.

A

-
O

Clas: (%)

Kapitola zabere 4 hodiny.

Predpoklady:

=il

V kapitole vyuzijeme znalost zakladnich intregrac¢nich vzorcii a substituéni metody
pro integral funkce jedné proménné.

@:
e
Wil

Budete umeét:

d

e Integrovat pomoci substitu¢ni metody
e Pouzivat transformaci dvojrozmérného integralu do poldarnich soutradnic

Substitucni metoda patii spolu s metodou par partes k zakladnim postuptim integro-
vani. Samotny nézev - substituce, (nahrazeni, vyména) - napovidé, v ¢em tato metoda
spociva. Nelze samoziejmeé slozky integrované funkce nahrazovat dle libosti jinymi. Pro
spravné pouziti je potieba se na integrovanou funkci podivat ,,optikou®“ derivace slozené
funkce.

o Ve, » | |

~ Dilezité: .__

Jestlize zndame [ f(z) = F(z) + ¢, pak integral [ f(g(z))¢ () dz mizeme spocist
substitucni metodou

/f(g(]:))g’(x)dx: (; _ gi’ggx =/f(t)dt:F(t)+c:F(g(x))+c.

85



KAPITOLA 12. SUBSTITUCE VE DVOJNEM INTEGRALU 86

12.1 ReSené tlohy

Ptestoze jsme jiz nékolik ,,drobnych“ substituci v predchozich rfeSenych prikladech potkali,
procvi¢me substituci i v nasledujicim prikladeé.

Zadani - 12.1: ™

Vviev

kiivkami y = 0,y = x a 2% + y* = 2.

Soutadnice tézisté jsme jiz pocitali v kapitole 11. Vime tak, ze musime urcit hmotnost
a statické momenty rovinného télesa. Budeme tedy integrovat a k tomu musime znat
integracni meze, proto zacneme obrazkem 12.1.

Rovnice y = 0 popisuje osu x, rovnice y = x osu I. kvadrantu a x> 4+ y? = 2 je rovnici
kruznice se stfedem v pocatku a poloméru v/2.

Z nakresu 12.1a vidime, ze budeme-li chtit popsat €2 jako o integracni oblast 1. typu,
normalni vzhledem k ose x, budeme muset €2 rozdélit na dvé podoblasti (2, a €2 a v kazdé
z nich integrovat zvlast.!

Naproti tomu obrazek 12.1b ukazuje, Ze pti popisu jako oblasti II. typu, normdlni
k ose y se rozdéleni vyhneme. A k integrovani proto pouzijeme tento popis a integracni
meze z né&j plynouci.?

(a) Normélni k = (b) Normalni k y

Obr. 12.1: Oblast 2

Zacnéme vypoctem hmotnosti. Protoze jde o homogenni oblast, plati:
1 2 T
mzé/ldxdyzgr(\/i) = —.

Jak je vidét, zde jsme se obesli bez integrovani, protoze vysledek se rovna velikosti plochy

Q. A to je v tomto ppadé § obsahu kruhu, tj. gmr?.

lyyjadfeni mezi ponechano laskavému ¢tendii jako cviceni
2yyjadieni mezi ponechano laskavému ¢tendii jako cviceni
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Bohuzel u statickych momentt si takto pomoci nemtizeme a musime integrovat

2

1 /242 1 [, V2 1
Sx://xda:dy:/o /y\/_a:’dxdy:/o [21 dy:;/o ((2—y2)—y2)dy:

—/Ol(l—yz)dy— ly—f]:—(l—;)—(o—o)—;

Zbyva urcit staticky moment Sy, tj.

Sy://ydxdy:/Ol/y\/ﬁydxdy:/o1 [yx];/ﬁdy:
0

1
1 1
2/0 (y\/2—y2—y2>dy=/0 y\/2—y2dy—/y2dy
0

Integral jsme rozdélili na dva kusy. Jeden je jednoduchy a s prvnim nadm pomuze
substituce.

t = 2 —y?
t2 — 2_y2
1 2tdt = —2y dy 1 t
/9 — 2dy = :/ (t —— )dt
/Oy TEE = dy ﬂy(z)
y=0 — t=v2-02=+2
y=1 — t=v2-12=1

Nahrazujeme ¢len 2 — 4% ve slozené funkci, protoze v integralu vidime i vy, coZ je ,¢ast®
jeho derivace. Vyjadrili jsme si vztah pro dy a dt a také prepocitali meze. Nez se vsak
pustime do dalsiho integrovani, musime se definitivné rozloucit s proménnou y, v integrale
musi figurovat pouze nova proménna t. K opusténi y staci pouze zkratit. Pred pokraco-
vanim jesté vyuzijme znaménko ,,—“ k prohozeni mezi, tak aby horni mez nebyla mensi

nez mez dolni. s
1 1 2
V2 —y2d :—/ tht:/ t2dt
/Oy y=day V2 .

Jak je vidét substituci a nékolika jednoduchymi tpravami jsme ziskali opravdu jednodu-
chy integral. Jehoz vysledek miizeme dosadit zpét do vypoctu S, a ziskat:

1 1 \/i 1
SyZ//ydfﬂdyZ/Oy\/2—dey—/dey:/1 tQ—/deyz
Q 0 0

- E’]ﬂ_ ly;]l - ;(((\/5)3 —1%) - (17 —03)>: g(\/ﬁ— 1)

1 0

Protoze zndme hmotnost m i statické momenty S,,S, miZeme zapsat soufadnice
teziste () a zakreslit jej do obrazku 12.2.
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T_[&%]_{SW*)]

31’ 3r

Vv

tedy najit jen jednu souradnici tézisté a druhou dopodist ze znalosti rovnice osy. Ovsem
pozor, i kdyz y = x a y = 0 jsou hranicni krivky oblasti osou neni primka y = .

vV

urcity integral funkce jedné proménné a moznosti jeji vyuziti pti integrovani funkce dvou
proménnych.

Tématem kapitoly je vSak substituce ve dvojném integralu a k jeji ilustraci pouzijeme
pravé vyreseny priklad, a to prestoze integrované funkce jsou jednoduché. Problémy nam
nadélal spi$ komplikovany popis oblasti a pfedevsim mez ve tvaru x = /2 — y2, kterd nas
donutila k pouziti substituce. V dalsim reseném prikladé si proto ukazeme, jak si takovou
situaci zjednodusit.

Zadani - 12.2: ;\é\@

Vvev

kiivkami y = 0,y = x a 2% + y* = 2.

Protoze jde o stejné zadani, budeme v podstaté postupovat stejné. Nakreslime oblast,

Zakresleme tedy oblast a popisme ji. Jen pfi tom zménime thel pohledu, viz obra-
zek 12.3.
zaznaceny cervené. Pritom tyto souradnice lze chapat jako ,popis cesty”, ktera vede
z bodu [O, 0} do bodu 7T'. To znamend tedy znac¢i 7, ,kroki“ ve sméru osy za 7}, ,kroki“
ve Smeéru osy .

Kromé cervené cesty, je v obrazku zaznacena taky cesta modra. Tu mizeme nejlépe
popsat pomoci thlu ¢ a p, coz je vzdalenost od pocatku.

3protoze oblast 2 je homogenni
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3 ’

co

_ [8(4 —2V2) 77}

Obr. 12.3: Oblast €2 polarni soutradnice

Vedle nakresu oblasti jsou souradnice tézisté zapsany. Jednak cervené tak jak jsme si
je urc¢ili v predchozim prikladé a jednak modre pomoci p a p.
Ptesna hodnotu p je zjistime pomoci Pythagorovy véty:

—— 8(4-2V2)
— 2 2

Velikost tihlu ¢ urc¢ime pomoci funkce tangens:

T,
tg(p) = Ty Zﬂ—léw:arctg(ﬂ—l):g.
V nakresu 12.3 jsou jesté , které ilustruji meze, v nichz se mohou p a ¢

pohybovat, aniz by opustili oblast Q. Maximaln{ délka ,p* je polomér kruznice, tj. v/2,
pro ,ihel ¢* je maximem hodnota 7. Minimdlni hodnotou pro oba je 0. Pro oblast €2
tak mame popis

V2,

™

4

«. 0
Q.O

IAINA
IAINA

p
2
I bez nakresu je jasné, ze oblast, oznacme ji 2*, popsand témito nerovnicemi ma tvar
obdélniku. Coz nam integrovani zcela jisté zpiijemni.

Ovsem oblast Q* je popsana v souradnicich p, ¢ a integral v x,y. Proto nez budeme
integrovat musime nahradit vSechny ¢leny x,y a dz, dy. Zatim jsme nahradili pouze meze.
Dalo by se tici, ze jsme zacali od konce.

K prechodu od soutadnic z,y k souradnicim p, ¢ musime popsat jejich vztah. Stejné
jako prti vypoctu p, p-souradnic tézisté vyuzijeme i zde vlastnosti pravothlého trojihel-
niku. Opét si pomtizeme obrazkem 12.3. Cervené jsou v ném zakresleny odvésny a modie
prepona a pro né plati vztahy:

Ccos

8
|

pCcosp,
y = psinep.

b\.mb I8
I

sinp =
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Poslednim krokem k tplné substituci je nahrazeni dz a dy. U funkce jedné proménné
jsme substituc¢ni vztah zderivovali a bylo hotovo, viz priklad 12.1. Protoze, zde nahrazu-
jeme dvé funkce funkcemi dvou proménnych, budeme opét derivovat, ovSem takto:

cosp —psing|
singp  pcosp =

Jdpcosp  Opcose

dp

J:

dpsing
dp (o))

To znamend, ze jsme spocetli vSechny prvni parcidlni derivace substituc¢nich vztaht,
z nich sestavili Jakobiho determinant J, s jehoz pomoci nahradime ¢len dz dy.

Nyni uz zndme vse, co k Uspésné substituci potfebujeme. Substituéni funkce za x
a y, nahradu za diferencial dx dy a prepis integracni oblasti 2 na Q*. K tomu jesté

poznamenejme, ze praveé odvozeny postup nazyvame transformaci do poldrnich souradnic.
| |
[ J

—

— Dulezité:
Transformace do poldrnich souradnic:

//f(:v,y) dedy = //f(pcosso,psiw)pdpdw-
Q Q*

Pri¢emz zde jsou
substuti¢ni funkce: z = pcosp, y = psin p,
Jakobidn: dxdy = pdpdep,

ndhrada oblasti: Q — Q.

Polarni souradnice jsou vhodné tam, kde je integracni oblast zadana kruznici nebo jeji
.

Casti.

V2 g V2 i
mz//ldzdyz//pdpdgpz/ / pdpdgo=/ pdp/ 1dp =
o Jo 0 0
Q Q*

/s
_ | ZMZZ(\@)”:W
2], t"o 2 4 4
Va1 va z
Sx://szxdy://pcosappdpdgo:/ /pQCosgodpdg0:/ dep/ cos pdp =
/. 2 o Jo 0 0
{singo]zz(ﬁ)g\/ﬁ:Q
0 3 2 3’

/3
5.
3 1o
vZ % V2 1
Sy://ydxdy://psingopdpdgoZ/ / PQSinSOdeSO:/ Pde/ sinp dp =
0 0 0 0
Q Q*

(\/5)3<—\/§+1> :2<\/§—1>.

3 2 3

[=IFNE

[ cono]

BN

0
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Pti vypoctu jsme vyuzili moznosti rozdélit integral soucinu dvou funkei na obdélnikové
oblasti na soucin dvou integralt, viz priklad 9.1. Vysledky, hmotnost i statické momenty,
samoziejmé zustavaji stejné. Samotny vypocet se vSak po substituci znacné zjednodusil
a zrychlil.

Substituce do polarnich souradnic neni samoziejmé jedinou moznosti, jak ve dvojném
integrale ménit proménné ¢i tvar integracni oblasti. Obecné vsak postupujeme obdobné
jako v pripadé transformace do polarnich souradnic, tj.:

o Ve , | ]
— Dulezité: .__

Substituce ve dvojném integrale:

é/f(m,y) dz dy 24/f<U(x,¢),v<X,¢>> 7] dy de.

Pricemz potfebujeme vhodné zvolit
substuti¢ni funkce: z = u<x, 1/1), Yy = U(X, w)

A spocitat

Ou  Ou
Jakobin |J]: dedy = 2% 7’| dydy,
X W
nahradu oblasti: Q — Q.
Zadani - 12 h
~ Zadani - 12.3: 82
Spoctéte
3 2
//<<2+x+y) (y—x— 1) )dxdy,
0
kde €2 je ctyrtahelnik s vrcholy A = [1,0],B =[0,1],C = [-1,0] a D = [0, 1].

Integrovana funkce je polymon a po roznasobeni bychom k integraci pouzili pouze
vzorec pro [ x™dx, presto bude lepsi si praci uleh¢it transformaci souradnic. Zbavme se
tedy zavorek a nahradme je pomoci substituce:

(t_5_3>7

24+r+y = t, }:> r+y = t—2 }:> r =
(t+s—1),

y—xr—1 = s, y—xr = s+1, y =

DO | =0 =
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Vypocteme Jakobian

N[N [ =
N |
N

Pomoci obrazku 12.4a oblast €2 popiseme. Z tohoto popisu vykreslime obrazek 12.4b
a 7z néj meze pro nové proménné s,t. Napriklad pro tsecku f mame rovnici v +y = 1
a protoze r +y =t — 2, je f v souradnicich s,t popsana jako t = 3.

A=1[1,0] Fiaty=1 A=[3-2 fit=3
B =10,1] g:r—y=-1 B = [3,0] g:5=0
C=[-1,0] y h:z4+y=-1 C [1,0] hit=1
D =10,1 irrx—y=1 D =11,-2] j:8=—9
c 9 B
1 2 3 t
: —1 h f
-2
) A
—2
(a) Oblast Q4 (b) Oblast g,

Z obrazku je taky vidét, ze pri popisu v z,y souradnicich bychom se ani v pripadé
oblasti I.typu ani oblasti II.typu nevyhnuli déleni na 2 na dvé podoblasti. P¥i pouziti
nové zvolenych s,t soutradnic jde o oblast obdélnikovou.

A konec¢né muzeme integrovat:

Q//((z taty) (y—a- 1)2> da dy —9{[((25)3(5)2) (;) ds dt — ;1/3

3 0 3 0
R o LTS 1 1 1paspa0
=3/ dt/“ls—zM [3 RN

1

0
/(tgsz) ds dt =
2
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12.2 Ulohy k samostatné praci

Uloha:

Zintegrujte na oblasti (2, oblast zakreslete. UzZijte transformaci do polar-
nich souradnic.

(12.1) //x2ydxdy, Q:2?+942<9, 0<z, 0<y.
Q
(12.2) //(x—i—y)dxdy, Qa2+ <1,y>0.
Q
(12.3) //xy2dxdy, Q:1<z?4+4%<4
Q
(12.4) //xydzdy, Q:2<a?4+9%><4, £<0,y>0.
Q
1
Q
1 . . 1
Q
(12.7) //ﬁdemdy, Q:4<a2®4+9*><9, >0y>0.
Q
1
(12.8) //mdxdy, Q:1<a?4+9*><4, y>0.
Q

1 1
(129) [[Gasay @:j<atrp <1 osyse
Q

(12.10) //(1—m)dxdy, Q:22+y°<1, —y<z<uy.
Q

Vysledek tlohy: =

Zintegrujte na oblasti (), oblast zakreslete. Uzijte transformaci do polar-
nich souradnic.

(12.1) %, (12.3) 0, (12.5) éw]n(&')), (12.7) 1, (12.9) In(2),

(12.2) ; (12.4) —=, (12.6) 7In(2), (12.8) 7In(2), (12.10) %.



Kapitola 13

Krivkovy integral prvniho druhu

Cil: ‘@

Jiz jsme pomoci integralu pocitali obsahy ploch, objemy téles, hmotnosti, statické
momenty ¢i tézisté. Cilem této kapitoly se naucit se pracovat s kiivkovym integralem
a s jeho pocitat délky kiivek.

Cas:

K prostudovani budete potiebovat 4 hodiny.

Predpoklady: ‘_ﬁ"

V ramci kapitoly budou potieba integracni vzorce a prace s vektory, parametrickymi
funkcemi a rovnicemi.

Budete umét: i

Wil

e Parametricky popsat kfivku v roviné i prostoru.
e Spocitat krivkovy integral prvniho druhu.
e Urcit délku krivky, hmotnost krivky.

13.1 ResSené piiklady
Zadani - 13.1: \\é%
Urcete délku ¢éasti osy x mezi body 0 a 1.

Odpovéd je 1. Oviem protoZe je kapitola uréena integralu', budeme pocitat integral.
Z ptredchozich kapitol, viz feseny priklad 9.1, vime, ze [[1dx dy na oblasti Q2 predstavuje

la protoze chceme vypadat svétove
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jejl plochu. Takze chceme-li znat délku tsecky u mezi body 0 a 1, pocitame

u/1d$:/011dx:[x}(l):1.

Integralem jsme spocitali velikost plochy mezi osou x a integrovanou funkeci. Funkce je
konstatni, plochou je obdélnik. Obsah obdélniku je ,strana krat vyska“. Vyska je dana
funkci a tedy je rovna 1. Plati ,strana krat vyska® se rovna 1 a proto i délka strany je
rovna 1. Takze presné jak jsme prepokladali, hledana délka se rovna 1.

» ’ _ . Q‘E_/&;_\\\
Zadani - 13.2: \:l\@\@
Urcete délku tsecky s krajnimi body A = [0,1] a B[1,0].

I kdyz bychom samoziejmé mohli, nebudeme zde integrovat. Vzpomeneme si spiSe na
kapitolu 1 vénovanou vektortim.

Body A, B jsou krajni body vektoru w a spocist jeho velikost. Vektor u = B — A =
[1,—1] a jeho velikost je

lul = a2 +u3 = 12+ (1)) = VI+1= V2.

Diky znalosti vypoctu velikosti vektoru, resp. diky znalosti Pythagorovy véty, tedy vime,
ze délka této tsecky je rovna /2.

Po prvnich dvou priikladech lze Tici, Ze nejsou-li kiivky krfivé, umime jejich délky
spocist. A s pomoci prvnich dvou prikladi se naucime urcit také délky ,krivek k¥ivych®.

Zadani - 13.3: \\@&)

Urcete obvod asteroidy popsané parametrickou rovnici

r=cos’t, y=sin’t, te0,2r).

Ze zadané rovnice to nejspise napoprvé tvar kiivky nepozname. OvsSem z anglického
ystar® ¢i latinského ,astrum®, které obé znac¢i hvézdu, jistou predstavu o kiivce ziskat
lze. A opravdu, jak lze spatfit na obrazku 13.1, pripomina hvézdu.

K vykresleni jsme samoziejmé pouzili poc¢itac, nicméné pokud bychom chtéli, ¢i museli,
postupovat bez néj, stacilo by si do rovnic dosadit nékolik hodnot parametru t. Viz
tabulka 13.1

Pro parametr ¢ = 0 prochazi kiivka bodem A = [0,0], pro ¢t = 7 je to bod [0, 1] a tak
dale. Protoze jsou souradnice zadany pomoci periodickych funkei sinz a cosz, budou se
i body, resp. jejich souradnice periodicky opakovat, pokud bychom ptekrocili periodu 27.

_ Diilezité: i
Parametricky zadand krivka K in R? resp. R3
K2 X (1) = [ult),o(t)], resp.K: X(t) = [u(t), v(t), w(t)], t € (a,b),
kde u(t),v(t),w(t) jsou spojité funkce.
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s s s s 3
1 3v3 ¥2 L 0o -1 0 1
0 ¥2 8y3 1 0 -1 0

y 2
A [1,0] [m,;] [\fﬂ [333?} 0,1 [-1,0] [0,—1] [1,0]

Tabulka 13.1: Asteroida - dosazeni parametru

Poznamka: /\\\

Na parametrické vyjadieni X (t) = [u(t)w(t)} resp. X(t) = {u(t), v(t),w(t)} 1ze
nahlizet jako na trajektorii pohybujiciho se bodu v zavislosti na case t.

Obr. 13.1: Asteroida Obr. 13.2: Asteroida
r=cos’t, y=sin’t, t € (0,2m). x =cos’t, y =sin’t, t € <0,%>.

Z vykresleni kiivky?, obrazek 13.1, je ziejmé, ze k uréeni obvodu asteroidy bude stacit
vysettit pouze oblouk v prvnim kvadrantu. Na obrazku 13.2 je spolu s touto ,¢tvrtinou®
zakresleno také nékolik trojihelnik, které nam pomohou s odhadem resp. vypoctem
obvodu asteroidy.

Uvazujme nejprve cerveny pravouhly trojihelnik. Délky jeho c¢erchovanych odvésen
jsme si urc¢ili v prvnim feseném piikladé 13.1 této. Délku teckované prepony v prikladé
druhém, viz 13.1. Obrazek 13.2 a znalost délek odvésen a prepony vede k prvnimu odhadu

délky [ ¢tvrtiny asteroidy. Plati:
V2 <1<

2a také z vlastnosti funkei sinz a cosz
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7 obrazku 13.2 je lze také usuzovat, ze délka [ bude ,spise blize“ /2 nez 2. Mizeme
ji zkusit odhadnout, feknéme [ = % Abychom tento odhad ospravedlnili a zpresnili,
rozdélme si oblouk [ na dvé pulky.

Souradnice ,pilictho® bodu X dostaneme volbou parametru ¢ = 5. Jeho souradnice
jsou uvedeny v tabulce 13.1, nicméné pro predstavu, jak byla tabulka vyplnéna, si zde
cely vypocet ukazme.

rmu(T) ot (7) - (ﬁ)lmzﬁ,

4 4 2 8 4
3
(w) 5 (7r> V2 202 V2
= v — — S1n —_ = _— = — = —,
Y=\ 1 2 g 4
Tim jsme také ziskali délky odvésen a trojuhelnika. Protoze jsou tyto
trojihelniky shodné®, budeme pocitat pouze s jednim, napf. se . Oznacme si jeho
odvésny o, = % aoy,=1-— %.
Samoziejmé pokud projdeme vsechny;, i odvésny, nas horni odhad se nijak

nezméni, zistane roven 2. Proto se musime zamérit na prepony. Jejich délku p vypocteme
pomoci Pythagorovy veéty.

1
— 02 402 =
p=Joi+0o;=5V5- V2.
Protoze musime prejit dvé prepony, a , zbyva délku obou prepon secist.
Tak jsme ziskali lepsi ,,dolni* odhad, tj.
V2 < <l1<2

Odhadnéme tento odhad®. Vime, ze /2 je ,zhruba“ 1.41, takze 5 — 2v/2 je ,zhruba
zhruba® 2.25 a protoze je 152 = 225, musi byt v/2.25 = 1.5. Vypad4 to, ze | = % je celkem
dobry odhad.

Samoziejmé jde stile jen o pouhy odhad. Pokud budeme chtit jesté lepsi odhad,
budeme znovu pulit.Tak dostaneme ¢tyfi mensi pravotihlé trojihelniky, jejichz preponami
nahradime prislusny oblouk. Délku pfepon spocteme pomoci Pythagorovy véty, jejich
délku secteme a mame zase o kousek lepsi odhad. A pak znovu. A znovu. A znovu.
A pravouhlé trojuhelnicky se stanou mensi a jesté mensi, az budou nejmensi na celém
sveté. A kdyz secteme délky jejich prepon, dostaneme hledanou délku .

Nez vsak zjistime délku prepon, musime znat odvésny. Protoze jsme odvésny neustale
zmensovali, plati pro jejich délky o, — 0 a 0, — 0. A tak se, podobné jako v tivahach pri
zavadéni derivace ¢i integralu, na scéné objevuji dx a dy.

K dalsimu postupu potiebujeme dx resp. dy, vyjadrit a popsat presnéji. Protoze x
resp. y mame zadany parametricky, mizeme psat

r=cos’t, = dx = 3cos’t(—sint)dt,
y=sin’t, » dy = 3sin®tcostdt.

3nepiimo

4:>
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Délka prepony, stale pomoci Pythagorovy véty, je

V& 4+ dy = \/(3 cos? t(—sint) dt)* + (3 sin2tcostdt>2 =

= \/9 cost tsin? ¢t d*t + 9sin? t cos? t &t = 3\/C082 tsin® ¢ (C082 t + sin? t) dt =

= 3costsintdt.

Nyni je pfed nami jiz jen jediny tkol. Secist délky vsech téchto prepon. A k takovému
scitani se nejlépe hodi integral.

% Y% = sgsint 1 )

. | dp = costdt| N
/SCostsmtdt— F=0 = p=0 _S/pdp_3[20_2,
0 - 0

Laskavy ctendr jisté promine, ze jsme se zde v zajmu co nejvétsi nazornosti dopustili
jistych zjednoduseni a to zvlasté pri limitnim prechodu k odvésnam a preponam ,mensich
a mensich“ trojuhelnikt. Vérime vsak, ze se tak podarilo osvétlit ,,proc¢ a jak se tam bere
ta odmocnina.

» >
— Poznamka: S a

Misto dz a dy se v souvislosti s krivkovym integrdalem proniho druhu pouziva spise
znaceni & resp. y. Timto zépisem se vyjadruje, ze soutradnice x resp. y jsou funkci ¢, tj.
x = x(t) resp. y = y(t) a ona tecka nad z resp. y znaci derivaci podle t.

Cely postup urceni délky [ krivky IC by se tak zapsal:

7 3
L4 = [ E T = [ seostsintar = =
,C/dS /x+y dt 03costsmtdt 5

v

Af uz vsak pouzijeme ten nebo onen zapis, postup zustava ve své podstaté stejny
a predevsim vysledek je stejny.

Takto jsme urcili, ze délka ¢tvrtiny asteroidy [ je % Cely jeji obvod je tedy roven 6.

Takto tedy umime urc¢it délku krivky. Pokud na kfivku nahlédneme jako na ,kus
dratu®, bude mit i hmotnost a také tu lze urc¢it krivkovym integralem.
IC povazovat za jeji hmotnost, predpokladame-li, Ze je homogenni.

Pokud o krivku homogenni nejde a jeji hustota je ddna funkei o(z,y), budeme muset
k urceni jeji hmotnosti integrovat tuto funkci. Viz nasledujici priklad.

(e . Ef”r“\\
Zadéni - 13.4: @Y
Urcete hmotnost kiivky K s hustotou o (z,y)

K:x=cos®t, y=sin®t, te(0,2r), o(z,y) = 2* + 12
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Zadanou krivkou je asteroida z predchazejictho prikladu, proto se jiz nemusime zdr-
zovat nékresy a odvozovanim. Budeme rovnou k integrovani. Hmotnost m kiivky X se

rovna
m:/a(x,y)dS.
K
Znédme parametrizaci kiivky K a ¢len d.S

x=cos’t, = i =3cos’t(—sint)dt,

T
y=sint, - ¢ =3sin’tcostdt, t€<0,2>,

dS =/i?2 4+ 9?>dt = 3costsintdt

Funkce o (z,y) = 22 + y* je ,soumérna*, viz obrazek 13.3, v kazdém z kvadranti se
chova stejné. Proto si i zde pomuzeme rozdélenim ktivky na ¢tvrtiny, viz obrazek 13.4.
Takze budeme integrovat v mezich 0 <t < 7, tak dostdvame:

m:/a(x,y)dS:/(xz—i-y ds —3/ 7 —|—y costsintdt.
K K 0

Je jasné, ze nemuzeme pokracovat déle, dokud neprepiseme i funkci o (z,y) pomoci pa-
rametru ¢. Nicméné ani to nebude nic tézkého, protoze parametrizaci jiz zname.

SIE]

71'

/ / 2% + costsmtdt—3/ cos® t)? +(sin3t)2>costsintdt:
K 0

:3/ cos’ tsint + sin tcost) dt—3/cos tsmtdt+3/sm t costdt.

Kazdy z integrali spo¢teme pomoci jednoduchou substituci.

D = cost

g 0 1 1
. dp = —sintdt p° 3
S/COS tsintdt = R =1 = 3/p dp 3/pdp 3[81 g
0 x 0

Obdobné vyresime i druhy z nich

D = sint ) )

3
) dp = costdt p® 3
7 _°
30/sm tcostdt = f—0 O/p dp —3[ ]0 3

t=5 = p—l

Hledanou hmotnost celé asteroidy, ziskdme sec¢tenim dvou predchozich vysledkt a na-
sobenim 4, protoze jsme pocitali jen s jeji ¢tvrtinou. Takto mame

m:K/(:U2—|—y2)dS :4<2+2>:3.
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» NS
— Poznamka: & .

Prvni aplikaci integralu, kterou jsme si pripominali, byl vypocet obsahu plochy mezi
osou z a funkei f(x). Vidéno touto optikou hraje kiivka /C roli osy = a omezuje plochu
zdola. Funkce o(x,y) shora. Situace je zakreslena na obrézku 13.3 resp. 13.4 pro ¢tvrt
asteroidy. Vysledek integralu pak znaci velikost naznacené plochy.

Dovolime-li si ,,analogii ze zivota“, pak jsme spocitali spotfebu materialu na oploceni
zahrady ohranicené kiivkou K s vyskou plotu o(x,y).

Obr. 13.3: Plocha pod asteroidou Obr. 13.4: Plocha pod asteroidou

V kapitole jsme si ukazali vlastnosti a nékteré z aplikaci krivkového integralu 1. druhu.
Vse jsme ilustrovali na prikladech rovinné krivky X, nicméné stejné postupy lze pouzit
i pro ktivky prostorové ¢i dokonce vicerozmérové.

o Ve, » | |
— Dulezité: °__

Krivkovy integrdl I. druhu ze skalarni funkce f(x,y, z) pro kiivku K danou parame-
trizaci z = u(t),y = v(t) a z = w(t) s a <t < b spocteme jako

[ 1@y2)as = [ 1 (utt), v, w(e) vz + i+,

K

pti¢emz u, v, w znaci derivace funkei u(t), v(t), w(t) podle t.
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13.2 Ulohy k samostatné praci

Uloha:
[_ Vypoctéte krivkovy integral I. druhu pro zadanou krivku K.

(13.1) [ 2y dS, K :étvrtkruznice 22 +y* =1, 2 >0, y > 0.

A—

(13.2) [(z+y)?dS, K :pulkruznice 2% +y*> =4, 0 < z.

A—

2

z2dS, K :horni polovina kruznice x2 + 3? = a?

(13.3) ,a>0.

—

(13.4) /xz dS, K :sroubovice x =sint, y =cost, z =1, t€ <0, 72r> .
i

(13.5) /xyz dS, K :usecka AB A=[1,22], B=1]1,3,3].
K

(13.6) /(;v —y)?dS, K :pilkruznice 22 +y? =1, y <0.
K

(13.7) /J: dS, K :kruznice z =cos(t), y=sin(t), z=1, te€ <O7 721-> .
K

(13.8) /\/ 422 4 42 +2dS, K : &ast paraboly y = 2 + x + lmezi body A = [0,1], B = [1,3].
K

Vysledek tlohy: S

Vypoctéte krivkovy integral I. druhu pro zadanou krivku K.

(13.1) % (13.4) V2r (13.7) 1,

(13.2) 8, (13.5) 19?:/57

16
(13.8) —.
wad 3

(13.3) —- (13.6) 2,



Kapitola 14

Krivkovy integral II. druhu
Greenova véta

,Préace je skalarni veli¢ina, ktera popisuje drahové tuc¢inky sily.
Cil:

Cil kapitoly je zpracovat téma prace ve vektorovém poli, tedy zavedeni krivkového
integralu druhéhu druhu, metody jeho vypoctu a moznosti vyuziti.

o

Clas: (%)

Na praci s touto kapitolu si vyhradte 4 hodiny.

=i

Predpoklady:

Budeme pracovat s kiivkovym integrdlem, proto vyuzijeme zakladni integracni
vzorce a metody, parametrické rovnice popisujici kiivky a také vektorové operace,
skaldrni a vektorovy soucin.

a

Budete umét: “

W

e Parametrizovat rovinnou a prostorovou kiivku /.
e Spocitat krivkovy integral druhého druhu.
e Pro uzavrenou krivku integrovat pomoci Greenovy vety.

14.1 ReSené ulohy

Obréazek 14.1a je klasickym znazornénim tuvodni véty této kapitoly. Sila F' premistuje
bfemeno po draze s a vykonava prdci. Uvazujeme-li tento posuvny pohyb, pak velikost
vykonané prace prace spocteme jako soucin velikosti sily F' a drahy s oznac¢ime a zapiseme
jej jako W = F's.

102
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Obr. 14.1: Oblast 2

I na obrazku 14.1b ptisobi na bfemeno sila F', ovSsem tentokrate sila plisobi v jiném
smeéru, nez je smér pohybu. Praci tak vykonava pouze slozka sily F' v pozadovaném sméru
pusobici. V nékresu je oznacena jako F), a z vlastnosti pravoithlého trojihelnika vime, ze
ji spocteme jako F' cos . Vyslednou praci pak urcime ze vztahu

W = F's cosa.

Sila F' ma svij smér a velikost, jde tedy o wektor. Stejné tak je vektorem i drédha
s. Oznacme jejich velikosti ||F'|| a ||s|| a vzpomenme si na vzorec pro urceni velikosti
odchylky dvou vektorii uvedeny v kapitole 1, viz strana 1.1,

F s
cos v = TS —  F-s=|F||s|| cosa.

To znamena, ze praci mizeme spocitat jako skalarni soucin vektoru sily F' a vektoru
drahy s. Presné jak ,predpovédéla“ ivodni véta této kapitoly.

Situace na obrazku 14.1a, resp. 14.1b, je vSak hodné zjednodusena. Ptisobici sily se
mohou ménit a ani drahy nebyvaji vzdy jen ,rovné“. Nastésti komplikace, které ménici
se sily a ,krivé“ drahy prinesou, nejsou nijak veliké.

V kapitole 1 jsme se naucili pracovat s vektory, v kapitole 8 s vektorovymi funkcemi
a v dalsich kapitolach, jsme ptipomenuli techniky integrovani. Vic potifebovat nebudeme.

=\
Zadani - 14.1: 1Y
Uvazujme silové pole f(z,y) = {xy, y? — IQ] Spoctéte jakou praci pole vykond pie-
misténim hmotného bodu z bodu A = [0, 1] do bodu B = [1, 0] po kruznici 2% +y* = 1.

Uvedené vektorové pole f(z,y) jsme vysetfovali jiz v piikladé 8, viz strana 57, v némz
jsme pole zobrazili, spocetli jeho divergenci a rotaci. Vyuzijeme toho a prekreslime si
vektorové pole i do této kapitoly, viz obrazek 14.2, a to spolu s kruznici po niz ,se
mame“ pohybovat.

Na obrazcich 14.3 a 14.4 je jiz jen situace v prvnim kvadrantu. Na obou obrazcich
jsou zvyraznény tfi body a t¥i vektory. Bod A je pocatecni bod integracni krivky, bod
B, je naopak bodem koncovym. Bod C' je uprostied a pomize nam s ilustraci.

Zminéné vektory jsou zasazeny do ,ilustracniho® bodu C. vektor popisuje
silu, kterou pole v bodé C' piisobi, modry a cerveny popisuji kfivku. Zatimco
vektor je ma v obou pripadech stejny smér i velikost, modry a cerveny se na obrazcich
lisi.
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:4¢>‘-\\\

--“é‘-\‘.\\

Obr. 14.2: Silové pole Obr. 14.3: Popis Obr. 14.4: Popis
f($>y):[$y,y2—$2] y=+v1—2a? r =cosu,y = sinu

Velikost prace spocitame skaldrnim souc¢inem vektoru ptisobici sily a vektoru drahy.
Protoze nasi drahou je kruznice musime ji nejprve vhodné popsat, abychom vyjadrili
hledany vektor drahy, ktery udava zménu polohy

Zména polohy je dana zménami Az a Ay. ,Jako obvykle“ budeme pozadovat tyto
zmény, co nejmensi Axr — 0 a Ay — 0. Pokud priddme do tvahy i zavislost y na x, pak
podil %;1 neni ni¢im jinym derivaci ¢i ,sklonem* tecny popisované krivky:.

Hledame tedy tecny vektor, a to modré i cervené vektory jsou. V ¢em je tedy rozdil?
Pravé ve zvoleném popisu, ktery do znacné miry urcuje dalsi postup.

Zacnéme na obrazku 14.3, tj. popisem y = v/1 — 22.! Z tohoto popisu miiZeme psat

r=2x — 1de =1dx e |1 -z
y=VI—2? = ldy=Zde [ 707 VT2

Takto jsme popisu krivky obdrzeli tecny vektor ¢. Konkrétné v bodé C' = {‘/75, \/75]
méme vektor sily fo — 1.0 a teény vektor tc = [1,—1]. Mizeme spocitat skaldrni

soucin fC to = %
Stejné bychom postupovali pro kazdy bod krivky Iy, nasobili a vysledky sc¢itali. K ta-
kovému ,lepsimu nasobeni* se nejlépe hodi integral.

[ fayas = [ [ey.y? =27 - [do,dy] =
K1

{l’\/l - $2, (\/1 — $2)2 — $2} . [dl‘, _r dm‘| =

o O~ _ a

(9:\/1—7182—1- (1-— 2952)\/%962) dz = O/I(x—3> dz

Dosazenim vyse odvozeného popisu kiivky se z kiivkového integralu stal integral
funkce jedné proménné. Zbyva jej spocitat, k Cemuz pouzijeme substituci t = /1 — a2

17 implictni rovnice 2% 4+ y? — 1 = 0 explicitni funkce y = v/1 — 22, viz kapitola 7.
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resp. t2 = 1 — 22, Po substituci ziskdme?

K/lf(:c,y)dS:O/l( 1_x2>dx—/0 [i—trzg.

1 1

A ted jiz mizeme odpovédét na otazku. Premisténim hmotného bodu silové pole
vykona praci %

V obréazku 14.4 je vsak uveden jiny popis a také zndzornéné vektory se lisi. Vyuzijme
tedy i popis, vyuzivajici funkci cost a sint a s jehoz obdobou jsem se setkali v kapitole 12
pri zavadeéni poldrnich souradnic. Dostavame se k nasledujicim vztahtim

r=u(t)=cosu — ldr=—sintdt St — | —sint cost
y=o(t)=sinu — 1dy=costdt N ’

V tomto zdpise odpovidaji body A, B a C hodnotdm t = 7, =0 at =
se nezménil, ovsem teény vektor ano:

o[£
2 2

ISR

Skaldrnf soudin fo - to = —Y2.

Pojdme se tedy podivat jak se zméni integral a jeho hodnota pri pouziti parametrizace
r =cost ay =sint.

[ f@yyas = [ [ey.y? - o7 - [de,dy] =

IC1 ’Cl

—/ costsmt sin®t — cos t} [—sintdt, costdt] =

1
g

= /(— costsin®t + sin®t cost — cos® t) dt =
0

:—/cos?’tdu = — (1—sin2t)costdt

o\w‘:‘

Opét jsme od kiivkového integralu presli k integralu funkce jedné proménné, ktery vyte-
$fme substituci. Tentokréat to bude s = sint, diky niz dostavame?

3 1
K/lf(:c,y)dS :—0/(1—sin2t)costdt:—/(1—52)d5 :—[v_‘itz_;

0

2Provedeni substituce a algebraickych tprav zde i vySe piesko¢enych je ponechano laskavému étenafi
jako cviceni
3detaily opét ponechiny laskavému étenafi jako cviceni
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Abychom si objasnili, pro¢ se vysledky lisi a ktery z nich je spravny, vratme se k zadani
a k obrazktim 14.3 resp. 14.4. Nejprve je tfeba si uvédomit, ze hleddme k praci spojenou
s premisténim z bodu A do bodu B. To je na kfivce znazornéno sipkou. V obou pripadech
jsme se ,pohybovali“ ve sméru modrych tecnych vektori. Avsak zatimco v prvnim pripadé
tento smér souhlasil s pozadovanym smérem, v druhém odpovidal ,cesté“ z B do A, tj.
opacné. A odtud prameni zména znaménka vysledku.

Pouzijeme-li vsak v druhém pripadé cerveny tecny vektor [?, —?} , bude jeho ,smér*
souhlasit se smérem pozadovanym. Protoze se modré a cervené vektory lisi pouze zna-
ménkem, bude se i vysledek lisit pouze znaménkem.

Poznamka: /\\\

[ Laicky Teceno, ,je rozdil néco zvedat nebo pokladat®.

Kromé smért se vsak tecné vektory lisily i velikosti. To je dano tim, Ze zatimco
v prvnim pripadé jsme stale pracovali s proménnou z, v druhém jsme proménné x,y

zménili a provedli substituci. To se vsak tyka jen popisu krivky K, zustavaji
nezmeéneéné.

. >
— Poznamka: S a

V kapitole 13 jsme pocitali kiivkovy integral I. druhu, tj. integral skalarni funkce,
vysledek se da interpretovat jako délka, hmotnost, plocha a podobné. V kapitole 14
probirame krivkovy integral I1. druhu, tj. integral vektorové funkce, vysledek interpre-
tujeme jako praci silového pole.

V obou pripadech je prvnim tikolem popsat - parametrizovat - kiivku. U integralu
II. druhu je tfeba dbat na spravnou orientaci.

— Dulezité: |

Rikédme, Ze kiivka K je zadand parametricky, pokud ji miZeme popsat jako
K:X(t) = [u(t),v(t),wt)], teab),

kde u(t),v(t), w(t) jsou spojité funkce parametru t.

Krivka I je orientovana kladné, jestlize jeji orientaci volime souhlasné s pribéhem
parametru ¢, piSeme K*. V opacném piipadé je kiivka orientovana zdporné, piSeme
K.

Krivku K se nazyvame jednoduchou, jestlize sama sebe neprotind.

Pro kiivku Kt je bod A = K(a) resp. B = K(b) pocdtecni resp. koncovy bod. Je-li

A = B hovorime o kfivee uzavrené.
I

o Ve ’, '
— Dulezité: o _

Krivkovy integral 1. druhu, kiivkovy integral vektorové funkce

flz,y,2) = {P(x,y,z),@(:c,y, z),R(a:,y,z)}
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podél kladné orientované kiivky /C,

/f(l’, Y, Z) ds = /[P(l’, Y, Z)7 Q(l’, Y, Z), R(l‘, Y, Z)] ' [dl‘, dy7 dZ] =

K K

= [ Pla,y.2)dw+Q(z, . ) dy + R(z,y, 2) d=.
K
P1i zméné orientace méni integral znaménko.
— Poznamka: /\\\ -

U krivkového integralu I. druhu nebyla orientace kiivky nijak dulezita. Kiivka je
stejné dlouhd z A do B jako z B do A.

= (R
~ Zadéni - 14.2: -
s/

Spoctéte kiivkové integraly

/xy dz + (y° — 2*) dy, /xy dz + (y° — 2*) dy,
’CQ K:3

pro tsecky Ko : AO a K3 : OB s krajnimi body A = [0,1],B =[1,0] a O = [0,0].

Pred samotnym vypoctem si vSimnéme, ze se jedna o stejné pole jako v priklade 14.1,
tj. flx,y) = |2y, v* — 352]. Déle pak, ze uvazované krivky jsou ¢astmi os = a y, coz vypo-

orientaci.

Ky : r=0 — dx=0 K : r=z — dzr=dx

y=y — dy=dy

.
| ¢ v T

,-‘\.‘\

R PR Y

>

Obr. 14.5: Silové pole Obr. 14.6: Ky
Flw,y) = ey, y? — 27 tsecka AO

Obr. 14.7: ]Cg
usecka OB
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Na obrazku 14.6 jsou zakresleny vektory a pro usecku AQ, krivku ICy,
je dan vektorem [0, —1]. Sméry jsou tedy opacné a cosm = —1. Odtud lze usuzovat na
yzaporny“ vysledek.

Na obrazku 14.7 je vidét, ze vektory jsou kolmé na smér pohybu. Pro tsecku

OB, krivku K3, totiz mame vektor [1,0] a protoze y = 0 je ,sila* zde pusobici

Skalarni soucin kolmych vektort je nulovy, proto je nulovy i integral podél krivky ICs.
Predchozi tivahy potvrdime vypoctem. Parametrizace ICy je tedy nesouhlasnd a v jejim

vypoctu budeme ménit znaménko:

1 y?) 1 1
/fb'ydx—l—(yQ—xQ)dy:—/O 0+y2dy:—l3] =y
Ko 0

1
/xydx—i— (y° —xQ)dy:/ 0dx — 2% - 0dy = 0.
Ks 0
Obrazek 14.5 opakuje situaci z prikladu 14.1. Vysledek, cesty z A do B po kruznici
2?4+ y* =1 byl 2. Spojime-li za sebe kfivky Ky a K3, dostaneme k¥ivku Ky U K, coz je
také cestu z A do B. Ovsem plati

/ £ds :K/Qfds +K/fds :—;+0:—;.

KoUK3

» N
— Poznamka: /\\ -

Vysledek krivkového integralu II. druhu z bodu A do B zavisi na integracni cesté.
Obecné nelze pro rizné krivky se stejnym pocatecnim a koncovym bodem ocekavat
stejné vysledky.

Na tom vsak neni nic zvlastniho. Pomoci mohou obrazky a ,namornicka analogie®.
Plavba po ose x je sice zdarma, ale po ose y je plujeme presné proti vétru. Pii plavbé
po kruznici nam tak néjak ,spise fouka do plachet®.

Zadani - 14.3: Q\;g\\@
Spoctéte integral

/xy da + (y* — o) dy,

K
kde K = K; U Ky U K3, pficemz K; je ¢ast kruznice x? + y*> = 1 mezi body B a A,
a dale jsou ICy resp. K3 tsecky AO resp. OB s body A = [0,1],B =[1,0]a O = [0,0].
Krivku K orientujme nasledovné, z bodu A do O, z O do B a nakonec B do A.

Protoze je o vektorové pole a krivky z predchozich prikladi, nebude nijak tézké zjistit
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vysledek. Sta¢i zménit znaménko u vysledku ptikladu 7?7 a secist s vysledky prikladu 14.1.

/xydx—i— (y* —2*)dy =
K

= —/xydx+(y2—xQ)dy+/xydx+(y2—xQ)dy+/$ydx+(y2—xz)dy:—1.
K1 KCa K3

0

Wi
W=

Zadani - 14.4: ﬁ

7t

B
N
Pomoci Greenovy véty spoctéte integral

%my dr + (y* — 2%) dy,
i

kde K = K, U Ky U K3, pficemz K, je ¢ast kruznice 22 + y?> = 1 mezi body B a A,
a déle jsou ICy resp. K3 tisecky AO resp. OB s body A = [0,1], B =[1,0]a O = [0,0].
Krivku K orientujme nasledovné, z bodu A do O, z O do B a nakonec B do A.

Zadané vektorové pole f(x,y) i krivka K je stejnd jako v predchozim prikladé. Drob-
nou zménou je oznaceni:

o Ve ’ '
— Dulezité: |

j{P(I‘,y) dx + Q(‘Tay) dy7
K

znaci ktivkovy integral po wzavrené krivce KC.

Hlavni zménou tak je pouziti Greenovy véty. K jejimu priblizeni vyuzijeme toho, ze
v kapitole 8 jsme jiz vektorové pole f(z,y) = |zy,y* — xz} vysettovali a spocetli jeho
divergenci a rotaci. Znovu si prekreslime obrazek 14.8, ktery jsme pouzili k ilustraci
rotace pole, jako schopnosti pole ,roztocit vrtulky“.

Rotaci v bodé muzeme (intuitivné) chapat jako vektor urcujici osu, kolem které
ykapalina® v malém okoli tohoto bodu rotuje. Na obrazku 14.9 je modrymi kruznicemi
znazornéno toto otaceni pro nékolik bodi, pritom velikost poloméru koresponduje s jeho
rychlosti.

Rozdil mezi témito obrazky spociva v tom, ze zatimco prvni se snazi ilustrovat silocary,
tj. ,velké proudy*, druhy ukazuje rotaci ,proudy malé“, tj. rotaci v jednotlivych bodech.
A pravé myslenka, ze ,velké proudy se skladaji z malych“, mtze pomoci s intuitivni
predstavou nasledujicich ivah.

Jak bylo jiz nékolikrat zminéno, krivkovy integral II. druhu podél krivky IC predstavuje
praci pri pohybu v silovém poli. Tato prace je spjata s ptsobenim ¢i prekonavanim sil.
Protoze je kiivka K uzaviend, ohranicuje oblast, oznac¢me ji €.
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-2000

N

:::::

, A
Obr. 14.8: Rotace Obr. 14.9: Krivkovy Obr. 14.10: Ktivkovy
vektorového pole integral integral
flz,y) = {xy,y —x } [rydr + (y? — 2?) dy [ —2zydx + (y* — 2?) dy
K K

Dle predchozi analogie, 1ze na sily (proudy) na hranici pohliZzet na vyslednici jednot-
livych sil (proudu) uvniti oblasti. Zbyva tedy vhodné poséitat ,malé proudy* uvniti K,
tj. na oblasti 2. A k takovému scitani se nejlépe hodi dvojny integrdl.

Velmi zjednodusené jsme tak naznacili podstatu Greenovy véty, tj. prechod od kiiv-
kového integralu II. druhu k integralu dvojnému.

_ Dulezité: .

—_—

Greenova véta: Necht’ f(z,y) = {P(m,y),Q(m,y)} je diferencovatelnd vektorova
funkce v oblasti  C R?, jejiz hranici je dostatecné hladké uzaviena kiivka K. Pak

plati:
3} oP
fPa;ydx—i—Qxydy—//[Qxy g;’y)]dxdy.

Spoctéme zadany tedy zadany pomoci Greenovy véty.

Iz{xydx+ (y? — %) dy = //l@gﬂa; 22 (‘Zyy] dz dy =
:4/(—2x—x>dxdy:—3£/xdxdy.

Oblast € je é¢tvrtkruznice, proto ji popiSeme poldrnimi souradnicemi*, viz kapitola ?7?.

71
y{zydx-l-(y?—x?)dy: —3//mda:dy:—3//pzcos¢dpdgb:
K ) 0 0

1 bl
— —3/p2dp/cos¢d¢= —3[%3]1[Sin¢} = —3(%—0) (1-0)=-1.
0 0

0

)

[=ENNTH

4detaily jsou ponechany laskavému ¢tendii jako cviceni
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Presné dle ocekavani je vysledek totozny. Avsak v pripadé ,krivkového* jsme museli po-
psat kiivky ICy, Ko a K3 funkcemi, spocitat derivace téchto funkci, dosadit parametrizace
a pocitat tii integraly. V pripadé Greenovy vety stacil jeden pomérné jednoduchy integral.

» NI
— Poznamka: S -

Greenovu vetu lze déle zobecnit. Napriklad pro ptipad trojrozmérné plochy a K
ohranicujici trojrozmérnou plochu €2 jde o Stokesovu vétu. Pouzijeme-li misto rotace
divergenci, mizeme dat do souvislosti tok vektorového pole pres hranici objemu, tzv.
Gauss-Ostrogradského véta.

Véty maji siroké uplatnéni ve fyzice, uvedme naptiklad Gaussiv zdkon elektrostatiky:

Tok elektrické intenzity ® libovolnou uzavienou plochou® je pfimo imérny elek-
trickému naboji Q nachézejicimu se uvnitt této plochy.

“Gaussovou plochou

2, d - . Wj‘{g\\\
Zadani - 14.5: \;/\b\@
Uvazujme silové pole f(x,y) = [—2:&3/,3/2 — xﬂ. Spoctéte jakou praci pole vykona

premisténim hmotného bodu z bodu A = [0, 1] do bodu B = [1, 0] po kruznici, 2 +y? =
1, paraboldch y =1 — 2% a x = (1 — y)?, a po usecce AB.

Oznac¢me ktivky postupné Ky, KCo, K3 a 4. Popis a parametrizaci Ky zname z pri-
kladu ??, proto budeme rovnou pocitat?.

/ —2zydz + (y* — 1) dy = — /5 (—2 costsint(—sint) + (sin®t — cos®t) cos t) dt =
0
K1

= —/5 <QCostsin2t+ (sin?t — (1 —sinzt))cost) dt = —/E (4sin2t— 1) costdt =
0 0

4u? 1_ 1
0_ 3

:—/01(4u2—1)du:—l3—u

V pripadé parabol mame krivku o resp. K3 zadanu explicitnimi vztahy y = 1 —
2? resp. © = (1 — y)?. Parametrizaci proto provedeme nahrazenim nezavislé proménné
parametrem, tj. t = say =1 —s% resp. y =t a x = (1 — t)% Pro kiivku Ky mdme

parametrizaci souhlasnou, ale pro K3 nesouhlasnou. Vime vie, miizeme pocitat®

/ ~ ey da + (y? — 2?) dy = /1 (—23 (1—s%)ds + ((1 —§)2 - 52)(_25) ds) =

1

671
1
:—20/<25—433—|—s5>ds:—2[52—34—1—2]0:—3.

Sdetaily parametrizace a pouZité substituce u = sint ponechdvime laskavému ¢tenaii jako cvideni
Sdetaily ponechidvdme laskavému ¢tenaii jako cviceni
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resp.
/ —2zyda + (y? — 22 dy = — / —2(1 = 0%(=2(1 — 1)) dt + (# — (1 - 1)) dt =

K3
1 1

1748 1

:—/(—1+8t—17t2+16t3—5t4)ds:—[—t+4t2—3+4t4—t5] -
0 0

Pro parametrizaci tsecky si uré¢ime vektor u = B — A a zapiSeme parametrickou

rovnici primky”, tak dostaneme
r=A,+tu, =0+t — dr=dt

Ky y=A, +tu,=1—t — dy=—dt te{0,1).

Pfitom jsme pouzili A = |A,, Ay|la u = [ux, uy}. Tim, ze je parametr 0 < ¢t < 1 popisuji

rovnice pouze usecku AB. Parametrizace je souhlasna.
1

/—2xydx+ (y? —2?) dy = /—2t(1 —tydt+ (11— ) dt =

KCa 0

231" 1
5

1
:/(1—4t+2t2)dt:[t—2t2+3
0 0

Ve vsech pripadech feSenych v predchozim priikladé 14.1 jsme dospéli ke stejnému
vysledku. Otézkou je, zda je to nadhoda, vlastnost bodi A a B, uvazovanych ktivek ¢i
samotného vektorového pole f(xz,y). Diky zkusenostem z prikladia 7?7, 14.1 a 14.1 mizeme

body a ktivky vyloucit. S dalsim rozhodovanim pomuze priklad nasledujici. /‘
’, rd . Q":‘ 6’“\
Zad4ni - 14.6: N

Pomoci Greenovy véty spoctéte integral

y{—Qa:y dz + (y* — %) dy,
i

kde K = K, U Ky U K3, pficemz K, je ¢ast kruznice 22 + y? = 1 mezi body B a A,
a dale jsou ICy resp. K3 tsecky AO resp. OB s body A = [0,1], B =[1,0]a O = [0,0].
Krivku I orientujme nasledovné, z bodu A do O, z O do B a nakonec B do A.

Integracni cesta, tj. krivka K, zistava stejna jako v prikladé 14.1. Jde hranici ob-
lasti 2, tj. ¢tvrtkruhu o poloméru 1 a stfedem v pocatku. Jeji popis zndme, prejdeme

k integrovani:

Z{_2xy dz + (4 — 2?) dy = é/la(yz; 22) B 8(—8?/333/)] da dy =

= //(—235— (—21’)) dedy = //dedy =0.

viz kapitola 1 ¢ kapitola 4 a urcovani rovnice normdly na strané 28
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Popis oblasti jsme vSak viibec neupotiebili. Integrovanou funkeci byla 0 a proto je 0 i vy-
sledek integralu, a to bez ohledu na integrac¢ni oblast.

Tohoto zjisténi muzeme vyuzit k dalsim pozorovanim.

Protoze vime, Ze integral po uzaviené kiivce IC je roven 0 a ze integral podél kiivky
K1 z bodu A do B je roven —%,viz priklad 14.1, musi platit

o_j[fds_ j{ £.dS = /de+/de_()

K1UK2UK3 KoUK 3
= / £-dS = / -5,
KoUK 3
7, toho vseho plyne, Ze
2 2 1
/—Qxydx—l—(y —2)dy = —3
C

pro kazdou krivku C z bodu z bodu A do B. Staci totiz doplnit cestu po kruznici K
krivkou C a tim uzavrit oblast.

Shodné vysledky z prikladu ?? tedy nejsou dilem nahody, zvolenych bodii ani kfivek,
ale vlastnosti vektorového pole.

Vektorové pole f(x,y) = [—Q:L'y,yQ — £C2} je zakresleno na obrazku 14.10. Pomoci
Lvrtulky“ se opét pokusime ilustrovat rotaci pole. Zatimco do horni ,lopatky® tlaci cer-
vena sila, do dolni modra, obé jsou pritom v rovnovaze a vrtulka se neroztoci.

Ze to plati pro viechny body (vrtulky), ovéiime vypoétem rotace. ZapiSeme pole ve

tvaru f(z,y,2) = {—ny, y? — 22, 0} a pouzijeme vzorce z kapitoly 8 opravdu dostaneme

rotf = [O, 0, 0}. Jedna se tedy o pole nevirové.

Poznamka: <\\\7

Spocteme-li i divergenci zjistime, ze divf = 0 a pole je nezridlové, to vsak ve vypoctu
nehraje roli.

Uvahy z piikladu 14.1 1ze nasledovné shrnout.

o Ve, » | |
— Dulezité: o __

Véta o nezavislosti integralu na integracni cesté: Uvazujme vektorovou funkci
f(z,y,2), kiivku K a oblast  C R3. Nasledujici vyroky jsou ekvivalentni za pfedpo-
kladu hladkosti funkei, regularnosti krivek a jednoduse souvislé oblasti €.

e Integral | fds nezavisi v {2 na integracni cesté.
K
e Krivkovy integral ¢ fdS po libovolné uzaviené krivce C v €2 je roven nule.
c

e Rotace rot f vektorového pole f je v €2 rovna nulovému vektoru, pole je nevirové.
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Jak lze poznatku, Zze na vysledek krivkového integralu nezavisi na integracni cesté,
vyuzit si ukdzeme v dalsim feseném prikladeé.

Zadani - 14.7: ™

Uvazujme silové pole f(z,y) = [—2xy,y2 - xQ] Spoctéte jakou praci pole vykona
premisténim hmotného bodu z bodu A = [1,1] do bodu B = |[2,2].

Protoze plati
oy —x* 9 — 2wy
or Oy

nezavisi velikost vykonané prace na cesté. Lze si tedy cestu zvolit, tak aby integrovani
bylo, co nejjednodussi. Pro body A, B to bude (nejspise) piimka x = y. Zvolime-li jeji
parametrizaci x = t,y =t a t € (1,2) dostdvdme®

/ 2 81 14
/—2ttdt+(t2—t2)dt: —2/1&%115:—2[1 =_—.
1 1 3 1 3

Vypocet nebyl tézky, ale jeho jednoduchost byla déna také jednoduchosti zvolené
cesty, resp. krajnich bodu. Pro body na ptrimce dané rovnici y = kx + ¢ se vypocet prece
jen protahne.

V kapitole 5 jsme skalarni funkci pomoci gradientu priradili vektorové pole. Nyni
naopak, k vektorovému poli f(x,y) nalezneme skaldrni funkci ¢(z,y). Takovou funkci
nazyvame potencidlem, presnéji

o Ve , !
~ Dilezité: .__
Potencialem vektorového pole f(x,y,z) = [P(z,y,z),@(:v,y, z), R(z, v, z)} nazy-
vame skaldrni pole ¢(z,vy, ), jestlize plati:

f=Vo.
Ma-li vektorové pole potencial, nazyvame je potencidlové.
e Je-li pole f je potencialové, pak plati
OR 0Q OR 0P 0Q 0P

0 5, T e 9 ar oy

e Plati-li (), pak je pole f potencialové.

V.

Pole f(z,y) uvazované v tomto piikladé potencidlové je. Naleznéme tedy funkci ¢(x).

8detaily ponechiny laskavému étendfi jako cvideni
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7 uvedeného vime, ze:

0¢ 0 o
Vo(z,y) [ai, ;1 = [—Q:L’y,yz — xQ} = W = 20y =
$w,y) = [ —2zyde = -2’y +c(y)

Porovnali jsme prvni slozku V¢ s prvni slozkou pole f. Zintegrovali jsme, abychom se
wzbavili“ derivace podle z. P1l je hotovo. Nyni tento ,poloviéni® tvar ¢ zderivujeme
podle y a porovname s druhou slozkou pole f.

2
99 (z,y) _ =2y + c(y)) S S de(y) S N de(y) _ 2=
oy dy y

dy
3
c(y) = /y2dy = %

Zbyva dat zkombinovat oba vysledky a tvar funkce ¢ upravit

3
dla,y) = —a’y +cly) = —a’y + % - ;y (v* - 32%).

Nyni koneéné mizeme potenciglu vektorového pole vyuzit. Ukolem bylo spoéist praci
pro ,presun® z bodu A = [1,1] do bodu B = [2,2]. Z predchézejicich tivah vime, ze pole
je potencidalové, ze velikost prace nezavisi na zvolené cesté, ze zavisi na koncovych bodech.
Je-li IC kiivka spojujici tyto body, pak

/f-dS = ¢(B) — ¢(A) = <§(22—3.22) —?1)(12—3.12)> :—136— (—2) :—134.
K

Diky znalosti potencidlu ¢ vektorového pole f tak muzeme praci pocitat pouhym
dosazenim pocatecéniho a koncového bodu. Na zavér poznamenejme, Ze na obrazku 14.10
je graf potencidlu ¢(x,y), ¢ lépe Feceno jeho hladin, pouzit jako podbarveni.

» D
— Poznamka: S N

Uvazujme téleso o hmotnosti m, které zveddme z povrchu Zemé do vysky h. Jakou
vykoname praci? Bude to
W =E,=mgh,

kde g je tihové zrychleni. Jak je ze vzorce patrné, trajektorii pohybu nemusime brat do
uvahy. A to proto, ze v blizkosti povrchu Zemé mizeme jeji gravitacni pole povazovat
za homogenni, popisovat jej potecidlem a pocitat s potencidlni energii L.

14.2 Ulohy k samostatné praci
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Uloha:
[_ Vypoctéte krivkovy integral II. druhu pro zadanou krivku K.

(14.1) /xdz+ydy+(:cz—y)dz, Kix=t* y=2t =4t tc(0,1).
K

(14.2) /yder:Edy, K:z=4+y? mezi body A=[4,0], B=8,2].
K

(14.3) /(xzfoy)dqu(yzfoy)dy, K:y=2% —-1<z<1.
K

(14.4) /yzdermzdera:ydz, K:x=cost, y=sint, z=1t, tec{0,2n).
K

(14.5) /xdm+ydy+zdz, KC : isecka ABs A =10,0,0], B=[0,1,—1].
K

(14.6)/§dx+édy, K:2z=1v? mezibody A=[1,1], B=[4,2].
K

(14.7) /yzdx—l—xz dy + 2ydz, K: tsecka ABs A=]1,2,3], B=13,2,1].
K

(14.8) /(2—y)dx+(az—1)2dy, K :tsecka ABs A =[1,2], B =[3,4].
K

(14.9) /(1—acy)dy7 K : 2?4+ 9* =4, mezi body A =[-2,0], B =0,2].
K

(14.10) /xdx—i—y dy+z2dz, K:z=tcost, y=tsint, z=1t, te€(0,2m).
K

Uloha:

Pomoci Greenovy véty spoctéte krivkovy integral II. druhu pro kladné
orientovanou krivku K.

(14.11) ¢ zydz+ (z+y)dy, K:z2+y*=1,

(14.12) ¢ —2yda+22dy, K:KiUKs: K :y=1—-2%Ky:y=0.
(14.13) (x2+y2)dx+2mydy, K:AABCs A=[0,0], B=[1,1], C=][12].

(14.14) ¢ xy*de — 2*ydy, K:2?+y* =4,

T, 76, Te, Te



KAPITOLA 14. KRIVKOVY INTEGRAL II. DRUHU GREENOVA VETA 117

(14.15) ny de+(z+y)? dy, K:KiUKy:Ki:y=2%Ko:y=z.
K

(14.16) ]{ldx—l—(sc—y)dy, K=KiUKs, Ki:y=1—2% Ky:y=2a?—1.
(14.17) ¢y dr—x dy, K=K UKy Ki:y=22-2, Ko:y=a—2.
(14.18) (y—xz) dx+<x2—y> dy, K=Ki1UKqy, Ki:2 =192 Ky:y=2z>
(14.19) ¢ y?de +2zydy, K=K UKo, Ki:y=(1—-2)% Ko:y=1—2>

(14.20) ¢ xy*de, K=K UKy, Ki:y=1—2, Ky:y=1—2°

— Uloha: g

Rozhodnéte, zda pole f z prikladi (14.1)—(14.20) je potencidlové. Pokud ano, najdéte
potencial ¢ a ovérte vysledky obdrzené kiivkovym integralem.

?i&e\ ?ﬁke\ PV\S\ ?ﬁ&e\ A

, , A
_ Vysledek tulohy: =)
Vypoctéte krivkovy integral II. druhu pro zadanou krivku K.
5 14 5 1, 70, 14
(14.1) 2, (14.3) ==, (14.5) 1 (14.7) 0 (14.9) =,
(14.2) 16, (14.4) 0, (14.6) g (14.8) % (14.10) 4x?,
. , ¥
Vysledek tlohy:

Pomoci Greenovy véty spoctéte krivkovy integral II. druhu pro kladné
orientovanou krivku K.

(14.11) =, (14.13) o, (14.15) 130 (14.17) 7%, (14.19) o,
1
8 1 _—
(14.12) 2, (14.14) 0. (14.16) 2, (14.18) —, (14.20) =75,

-

Vysledek tlohy:

Rozhodnéte, zda pole f z prikladi (14.1)—(14.20) je potencidlové. Pokud ano, najdéte
potencial ¢ a ovérte vysledky obdrzené kiivkovym integralem.




KAPITOLA 14. KRIVKOVY INTEGRAL II. DRUHU GREENOVA VETA 118

(14.2) ¢(z,y) = 2y, (14.7) ¢(z,y,2) = vyz, (14.13) ¢(a,y) = jo(2? + 3y?),
(14.4) ¢(z,y,2) = zyz, (14.10) ¢(z,y,2) = %(a@ + %+ (14.19) ¢(z,y) = 92,
(145) d(z,y,2) = § (a2 492422), %),
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